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第一章 测度论

1.1 体积与外测度

1.1.1 体积究竟是什么？

我们在中学阶段（甚至更早）时常听到这样一句话：体积是物体所占据空间的大小。

这个描述十分模糊，也没有说明该如何计算体积。为了严谨定义和计算体积，我们需要

引入一套新的理论——测度论。在此之前我们要做一些准备工作。

首先，什么对象是比较好的去定义体积的？一个很自然的想法是 Rd 中的矩形

R = [a1, b1]× [a2, b2]× · · · × [ad, bd]

这是 d 个闭区间的笛卡尔积，我们定义其体积为

|R| = (b1 − a1)× · · · × (bd − ad)

该定义对开矩形也同样适用。

接着考虑更一般的点集，例如 R 上的开集。我们有如下结论：

定理 1.1.1. R 的每个开子集 O 可唯一地写成可数个不相交的开区间并。

这个定理的证明可在教材的 P6 中找到且难度不大，我们在这里提供另一种视角：
在 O 上定义一种等价关系：

x ∼ y ⇐⇒ λx+ (1− λ)y ∈ O, ∀λ ∈ (0, 1)

即 x 和 y 之间的所有点都在 O 中。容易证明这是一个等价关系，而且每个等价类都是

一个开区间。又因为等价类是两两不交的，从而定理得证。

然而这个定理不能直接推广到 Rd (d ≥ 2) 上。可以看到章末习题的 Exercise12，其
中（b）小问指出：

定理 1.1.2. 在 Rd (d ≥ 2) 上，开连通集合 Ω 是开矩形不相交的并当且仅当 Ω 自身是

一个开矩形。

1



2 第一章 测度论

这其实像是脑筋急转弯，因为连通集的定义就是不能写成两个开集的不交并，所以
Ω 如果能被一簇开矩形覆盖，那这簇开矩形就只包含一个开矩形，从而 Ω 也是开矩形。

反之亦然。

这个时候我们也有一个很自然的想法：是什么导致了这两种情形的差别呢？这是因

为 R 上的开集只有一种类型即开区间，而 Rd (d ≥ 2) 上的开集不止开矩形一种。又因

为连通集只能被自己覆盖（要求覆盖的开集不交），那么显然那些不是开矩形的开集就

做不到这一点。

既然如此，我们退而求其次，将条件减弱为“几乎不相交”，即矩形的内部不相交，

边界可以重叠。于是我们有如下结论：

定理 1.1.3. Rd (d ≥ 1) 的每个开子集 O 可写为可数个几乎不相交的闭方体的并。

这个证明也是自然的，类似二分法一样，每次用更小的矩形填充即可。贴一下证明

1.1.2 外测度

接下来我们用刚刚的结论给出外测度的定义：

定义 1.1.4. 若 E 是 Rd 的任意子集，则定义 E 的外测度为

m∗(E) = inf
∞∑
j=1

|Qj|,

其中下确界对所有覆盖 E ⊂
⋃∞

j=1Qj 取（Qj 为闭矩形）。

定理 1.1.5. 外测度有如下性质：

1. 对每个 ϵ > 0，存在覆盖 E ⊂
⋃∞

j=1Qj 满足

∞∑
j=1

m∗(Qj) ≤ m∗(E) + ϵ.

2. 单调性：若 E1 ⊂ E2，则 m∗(E1) ≤ m∗(E2)。

3. 次可加性：若 E =
⋃∞

j=1Ej，则 m∗(E1) ≤
∑∞

j=1m∗(Ej)。

4. 若 E ⊂ Rd，则 m∗(E) = infm∗(O)，这里下确界对所有包含 E 的开集 O 取。

5. 若 E = E1 ∪ E2，且 d(E1, E2) > 0，则 m∗(E) = m∗(E1) +m∗(E2)。

6. 若集合 E 是可数个几乎不相交的矩形的并，即 E =
⋃∞

j=1Qj，则 m∗(E) =∑∞
j=1 |Qj|。
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证明. 对于 (1)，这由下确界的定义可以直接得出。
对于 (2)，注意到任何覆盖 E2 的矩形簇也必然覆盖 E1 即可得出单调性。

对于 (3)，我们不妨设每个 m∗(Ej) < ∞，否则不等式显然成立。对任意的 ϵ > 0，

我们对每个 j 都有闭矩形覆盖 Ej ⊂
⋃∞

k=1Qk,j，且满足
∞∑
k=1

|Qk,j| ≤m∗(Ej) +
ϵ

2j

则有 E ⊂
⋃∞

j,k=1Qk,j，因此

m∗(E) ≤
∑
j,k

|Qk,j| =
∞∑
j=1

∞∑
k=1

|Qk,j|

≤
∞∑
j=1

(
m∗(Ej) +

ϵ

2j

)
=

∞∑
j=1

m∗(Ej) + ϵ.

由 ϵ 的任意性可知 m∗(E1) ≤
∑∞

j=1m∗(Ej)。

注 1.1.6. 取 ϵ
2j
是实分析中一个常用的估计技巧。

对于 (4)，我们只需证明 infm∗(O) ≤ m∗(E)，反向的不等式根据单调性是平凡的。

对任意的 ϵ > 0，选取矩形 Qj 使得 E ⊂
⋃∞

j=1Qj，且
∞∑
j=1

|Qj| ≤ m∗(E) +
ϵ

2

令 Q0
j 为包含 Qj 的开矩形，且满足 |Q0

j | ≤ |Qj| + ϵ/2j+1。则 O =
⋃∞

j=1Q
0
j 是开集，且

根据次可加性，我们有

m∗(O) ≤
∞∑
j=1

m∗(Q
0
j) =

∞∑
j=1

|Q0
j |

≤
∞∑
j=1

(
|Qj|+

ϵ

2j+1

)
≤

∞∑
j=1

|Qj|+
ϵ

2

≤ m∗(E) + ϵ.

从而 infm∗(O) ≤ m∗(E)，结合反向的不等式可以得到 m∗(E) = infm∗(O)。

注 1.1.7. 这条性质启发我们可以用开集从外部逼近一个集合 E（在外测度的意义下）。

对于 (5)，同样我们只需证明 m∗(E1) + m∗(E2) ≤ m∗(E)。首先我们选取 δ 使得

d(E1, E2) > δ > 0，接着选取闭矩形覆盖 E ⊂
⋃∞

j=1Qj，满足
∞∑
j=1

|Qj| ≤ m∗(E) + ϵ,
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且每个闭矩形的直径都小于 δ。在这种情形下每个矩形至多与集合 E1 和 E2 中的一个

相交，从而我们有指标集 J1 和 J2，满足 J1 ∩ J2 = ∅ 并且

E1 ⊂
∞⋃

j∈J1

Qj 以及 E2 ⊂
∞⋃

j∈J2

Qj.

因此
m∗(E1) +m∗(E2) ≤

∑
j∈J1

|Qj|+
∑
j∈J2

|Qj|

≤
∞∑
j=1

|Qj|

≤ m∗(E) + ϵ.

由于 ϵ 选取的任意性，该条性质得证。

最后对于 (6)，同样我们只需证明
∑∞

j=1 |Qj| ≤ m∗(E)。为此我们令 Q̃j 表示严格包

含于 Qj 的矩形且满足 |Qj| ≤ |Q̃j| + ϵ/2j。则对于每个自然数 N，矩形 Q̃1, Q̃2, . . . Q̃N

两两不交且互相之间存在有限的距离，反复利用性质 (5) 可得

m∗

(
N⋃
j=1

Q̃j

)
=

N∑
j=1

|Q̃j| ≥
N∑
j=1

(
|Qj| − ϵ/2j

)
≥

N∑
j=1

|Qj| − ϵ

由于
⋃N

j=1 Q̃j ⊂ E，于是有 m∗(E) ≥
∑N

j=1 |Qj| − ϵ，最后令 N → ∞ 便得到

m∗(E) ≥
∞∑
j=1

|Qj| − ϵ

由 ϵ 的任意性可知
∑∞

j=1 |Qj| ≤ m∗(E)，结合反向的不等式该条性质得证。

注 1.1.8. 从 (5) 和 (6) 两条性质我们可以总结出在特定条件下，外测度是具有可数可加
性的。然而如果 E1 和 E2 仅仅是 Rn 的两个不相交的子集（此时它们的距离可能为 0），
我们一般是不能得出 m∗(E1 ∪ E2) = m∗(E1) +m∗(E2) 的。后面我们会构造一个经典的

反例——Vitali 集。

1.2 可测集与 Lebesgue 测度

1.2.1 可测集

事实上，可数可加性是一个非常重要的性质，是后面严格定义 Lebesgue积分的基础。
为此我们要“剔除”掉那些不满足这条性质的集合，于是自然就有了可测集和 Lebesgue
测度。下面我们给出可测集的定义：
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定义 1.2.1. 对于 Rd 的子集 E，若对任意的 ϵ > 0，都存在开集 O ⊃ E，且有

m∗(O \ E) ≤ ϵ

则称 E 是 Lebesgue 可测（简称可测）的，且若 E 可测，我们定义其 Lebesgue 测度为

m(E) = m∗(E).

此外我们有如下等价定义，读者可自行验证：

1. 对于 Rd 的子集 E，若对任意的 ϵ > 0，都存在闭集 F ⊂ E，且有 m∗(E \ F ) ≤ ϵ，

则称 E 是可测的。

2. 对于 Rd 的子集 E，若对任意的集合 T ⊂ Rd，都满足

m∗(T ) = m∗(T ∩ E) +m∗(T ∩ Ec),

则称 E 是可测的。

通过定义我们可以得出开集、闭集、外测度为 0 的集合都是可测的，且可测集簇在
集合论熟知的运算下封闭。需要注意的是，这里的运算至多是可数次，不可数次的运算
是不被允许的！

接下来我们证明可测集满足可数可加性。

定理 1.2.2. 若 E1, E2, . . . 是两两不交的可测集，且 E =
⋃∞

j=1Ej，则

m(E) =
∞∑
j=1

m(Ej).

证明. 先假设每个 Ej 都是有界的，对每个 j，存在闭集 Fj ⊂ Ej 使得

m∗(Ej \ Fj) ≤ ϵ/2j.

对每个固定的 N，集合 F1, F2, . . . , FN 是不相交的紧集，从而它们两两有正的距离（这

个结论并不是那么显然，我们会在后面补充证明这一点），于是根据定理 1.1.5 的第 (5)
条我们有

m
( N⋃
j=1

Fj

)
=

N∑
j=1

m(Fj).

又因为
⋃N

j=1 Fj ⊂ E，所以

m(E) ≥
N∑
j=1

m(Fj) ≥
N∑
j=1

m(Ej)− ϵ.

令 N → ∞，并结合 ϵ 的任意性，我们有

m(E) ≥
∞∑
j=1

m(Ej).
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至于反向的不等式，根据次可加性是平凡的，从而在每个 Ej 有界的时候我们证明了结

论。

现考虑一般的情形，我们选取任意递增趋向于 Rd 的矩形序列 {Qk}∞k=1，即 Qk ⊂
Qk+1且

⋃∞
k=1Qk = Rd。再令 S1 = Q1且 Sk = Qk\Qk−1 (k ≥ 2)。我们定义 Ej,k = Ej∩Sk，

则有

E =
⋃
j,k

Ej,k

以上的并是不相交的而且每个 Ej,k 都是有界的，此外 Ej =
⋃∞

k=1Ej,k 这个并也是不相

交的，从而我们有

m(E) =
∑
j,k

m(Ej,k) =
∞∑
j=1

∞∑
k=1

m(Ej,k) =
∞∑
j=1

m(Ej).

最后我们补充证明刚刚用到的一个不太显然的结论，将其加强为：若 F 是闭集，K

是紧集，且它们不相交，则 d(K,F ) > 0。

证明. 由于 F 是闭集，对每个点 x ∈ K 存在 δx > 0 使得 d(x, F ) > 2δx。考虑⋃
x∈K

B(x, δx)

这是紧集 K 的一个开覆盖，从而其有一个有限子覆盖，记为
⋃N

j=1B(xj, δj)。令 δ =

min {δ1, δ2, . . . , δN}，则对任意的 x ∈ K 和 y ∈ F，y 必然落在某个 B(xj, δj) 里，从而

我们有

|y − x| ≥ |y − xj| − |xj − x| ≥ 2δj − δj ≥ δ,

即 d(E,F ) ≥ δ > 0。综上所述，我们证明了可测集的可数可加性。

注 1.2.3. 我们可以思考一下为什么一定要限制某一个集合是紧集，如果仅仅是闭集呢？
事实上我们可以构造出反例，例如 {n}∞n=1 和 {n+ 1/n}∞n=1。从这个反例也能看出紧集

所蕴含的有限性是必要的，同时这也解释了为什么在证明可加性时要先考虑每个 Ej 都

是有界的，对于一般的情形也只是通过一些转化将问题转化成了有限的情形。

1.2.2 Lebesgue 测度

接下来我们研究测度的两个基本性质——连续性和平移不变性。

定义 1.2.4 (1.2.2). 设 E1, E2, . . . 是 Rd 的可数子集，若对所有的 k ≥ 1，有 Ek ⊂ Ek+1

且
⋃∞

k=1Ek = E，则称 {Ek} 递增趋向 E，记为 Ek ↑ E。
类似地，若对所有的 k ≥ 1，有 Ek ⊃ Ek+1 且

⋂∞
k=1Ek = E，则称 {Ek} 递减趋向

E，记为 Ek ↓ E。
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我们有如下的结论：

定理 1.2.5. 假设 E1, E2, . . . 是 Rd 的可数子集。

1. 若 Ek ↑ E，则 m(E) = lim
N→∞

m(EN)。

2. 若 Ek ↓ E 且对某个 k，m(Ek) <∞，则 m(E) = lim
N→∞

m(EN)。

证明. 对于 (1)，约定 E0 = ∅，并令 Gk = Ek \Ek−1。这些 Gk 是可测且不相交的，于是

m(E) =
∞∑
k=1

m(Gk) = lim
N→∞

N∑
k=1

m(Gk) = lim
N→∞

m

(
N⋃
k=1

Gk

)
= lim

N→∞
m(EN).

对于 (2)，我们不妨设 m(E1) < ∞（这是因为极限是在无穷远处的项的性质）。令
Gk = Ek − Ek+1，则

E1 = E ∪
∞⋃
k=1

Gk

利用可数可加性，我们有

m(E1) = m(E) + lim
N→∞

N−1∑
k=1

(m(Ek)−m(Ek+1))

= m(E) +m(E1)− lim
N→∞

m(EN).

由于 m(E1) <∞，我们便完成了证明。

注 1.2.6. 从最后一步看出假设测度有限也是必要的。事实上如果没有这个限制，我们可
以很容易找到反例：Ek = (k,∞)，每一个 Ek 测度都是无穷但是它们的交是空集。

作为这个结论的一个简单应用，我们将注意力转到章末的一道习题（T5）：

习题 1.2.7. 假设 E 是给定的集合，On 定义为 On = {x : d(x,E) < 1/n}。证明若 E 是

紧集，则

m(E) = lim
n→∞

m(On).

证明. 我们有 On ⊃ On+1 且 limn→∞On = {x : d(x,E) = 0} = Ē = E，另外由于 E 是

紧集，每个 On 的测度都是有限的，从而利用结论 (2) 便完成的证明。

同时我们也可以看出这里为什么要限制 E 是紧集：若 E 不是闭集，则 E 的闭包不

会等于其自己，事实上存在开集，其边界有正测度（可考虑胖康托集的补集）；若 E 是

无界的，则结论 (2) 不再适用。
接着我们研究测度的平移不变性。

定理 1.2.8. 若集合 E ⊂ Rd 是可测的且 h ∈ Rd，则集合 Eh = E + h = {x+ h : x ∈ E}
也是可测的，且 m(E + h) = m(E)。
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这个结论可以说是平凡的，因为对矩形显然是成立的，至于更一般的情形我们可以

用矩形去逼近。这种“逼近”的思想在分析学中无处不在。
然后我们就可以开始利用平移不变性来构造一个经典的不可测集——Vitali 集。
考虑 [0, 1] 中的实数间的一个关系：x ∼ y ⇔ x− y ∈ Q，不难验证这是一个等价关

系，从而我们可以将 [0, 1] 划分成所有等价类的不交并，即：

[0, 1] =
⋃
α

εα

基于选择公理，我们从每个等价类 εα 中选取一个元素 xα 构造一个集合

N =
⋃
α

{xα} .

定理 1.2.9. 上述构造的集合 N 是不可测的。

证明. 用反证法，假设 N 是可测的。令 {rk}∞k=1 为 [−1, 1] 中所有有理数的列举，考虑

平移

Nk = N + rk.

我们有如下的观察：

1. Nk 是两两不交的。

2. [0, 1] ⊂
⋃∞

k=1Nk ⊂ [−1, 2]。

对于 (1)，假设存在 k, k′ 使得 Nk 和 Nk′ 交集非空，则存在有理数 rk ̸= rk′ 以及

α, β 使得 xα + rk = xβ + rk′，于是

xα − xβ = rk − rk′ ∈ Q,

这和 xα, xβ 在不同等价类矛盾。

对于 (2)，对任意的 x ∈ [0, 1]，存在某个 α 使得 x ∼ xα，且 x− xα ∈ {rk}∞k=1，所

以第一个包含关系成立。第二个包含关系是平凡的，因为每个 Nk 都属于 [−1, 2]。

利用测度的平移不变性，结合上面的观察，我们有

1 ≤
∞∑
k=1

m(Nk) =
∞∑
k=1

m(N) ≤ 3.

无论 m(N) = 0 还是 m(N) > 0，上式都不可能成立，从而我们推出了矛盾。

综上所述，我们构造的集合 N 是不可测的。

注 1.2.10. 此外这也解释了为什么可测集的不可数次运算是不封闭的，事实上我们可以
考虑对上述的集合 N 有 N =

⋃
x∈N {x}。这是不可数个可测集的并，但 N 是不可测的。
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1.3 有关集合测度的一些习题

习题 1.3.1. 若 δ = (δ1, δ2, . . . , δd) 是一个 d 元正数组，E 是 Rd 的一个子集。定义

δE = {(δ1x1, δ2x2, . . . , δdxd) | (x1, x2, . . . , xd) ∈ E} .

证明只要 E 可测，那么 δE 可测，且

m(δE) = δ1δ2 . . . δdm(E).

证明. 先考虑 E 是 Rd 中的闭矩形，容易看出 δE 也是 Rd 中的闭矩形，此时结论是平

凡的。现考虑一般情形，根据外测度的定义我们有

m∗(E) = inf
{

∞∑
j=1

|Rj| : E ⊂
∞⋃
j=1

Rj

}
,

又因为对每个覆盖 E ⊂
⋃∞

j=1Rj，我们有 δE ⊂
⋃∞

j=1 δRj，所以取下确界可以得到

m∗(δE) = inf
{

∞∑
j=1

|δRj| : E ⊂
∞⋃
j=1

Rj

}

= δ1 . . . δd inf
{

∞∑
j=1

|Rj| : E ⊂
∞⋃
j=1

Rj

}
= δ1 . . . δdm∗(E).

接下来我们证明 δE 是可测的。利用上文提到的一个测度的等价定义，我们只需证明对

任意的 A ⊂ Rd，都有

m∗(A) = m∗(δE ∩ A) +m∗(δE ∩ Ac).

事实上注意到 δ 可逆，且 δ(A ∩ B) = (δA) ∩ (δB)。记 A′ = δ−1A，则

m∗(δE ∩ A) +m∗(δE ∩ Ac) = m∗(δE ∩ δA′) +m∗(δE ∩ (δA′)c)

= m∗(δ(E ∩ A′)) +m∗(δ(E ∩ (A′)c))

= δ1 . . . δd [m∗(E ∩ A′) +m∗(E ∩ (A′)c)]

= δ1 . . . δdm∗(A
′)

= m∗(δA
′) = m∗(A).

从而 δE 也是可测的，且其测度为 δ1 . . . δdm(E)。

注 1.3.2. 本题较为基础，但体现了一个很重要的思想——逼近。我们先在矩形的情形证
明结论，然后用矩形去逼近一般的情形。在后面的学习中，我们将反复运用到这种思想。

习题 1.3.3. 设 L 是 Rd 上的线性变换，证明若 E 是可测的，则 L(E) 也是可测的。
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证明. 我们先证明一个引理：
引理：任何一个可测集 E 都可以写成一个 Fσ 集（可数个闭集的并）和一个零测集

的不交并。

我们利用可测集的一个等价定义，即对任意的 ϵn = 1/n，存在闭集 Fn 使得 m∗(E \
Fn) < 1/n，考虑 F =

⋃∞
n=1 Fn，则当 E 的测度有限时，我们有 m∗(E \ F ) = m∗(E)−

m∗(F ) = 0。这是一个零测集，而 F 根据定义是一个 Fσ 集，从而我们可以将 E 拆分

成一个 Fσ 集和一个零测集的并。至于 E 的测度不是有限的情形，可以考虑将 E 先划

分成可数个有限测度的可测集，再对每一个可测集分解，由于可数个 Fσ 集的并依旧是

Fσ，可数个零测集的并也是零测集。从而 E 的测度为无穷时引理的结论也成立。

回到原题，L 是有限维的线性映射，故由 Cauchy 不等式知存在 M ∈ R 使得对任
意的 v ∈ Rd，都有 ∥L(v)∥ ≤M∥v∥，从而

∥L(x)− L(y)∥ = ∥L(x− y)∥ ≤M∥x− y∥,

即 L 是 Lipschitz 连续的。由连续函数的性质，L 把紧集映射到紧集，从而也把 Fσ 集

映射到 Fσ 集。若集合 E ⊂ Rd 是矩形，则 m∗(L(E)) = | det(L)|m∗(E)，利用矩形逼近，

我们推出 L 将零测集映射到零测集，从而 L(E) 是一个 Fσ 集和一个零测集的并，因此

L(E) 可测。

刚刚的题目提到了 Fσ 集，这是一类很重要的集合，接下来这道题我们用拓扑的角

度研究一下它们的性质。

习题 1.3.4. 1. 证明一个闭集是 Gδ 集而一个开集是 Fσ 集；

2. 证明存在不是 Gδ 集的 Fσ 集；

3. 证明存在一个既非 Gδ 集也非 Fσ 集的 Borel 集。

证明. (1)设 F 是一个闭集，考虑 On = {x : d(x, F ) < 1/n}，我们有
⋂∞

n=1On = F̄ = F，

这说明 F 是可数个开集的交，即 F 是 Gδ 集。设 G 是一个开集，则由

G = F c =
( ∞⋃
n=1

On

)c
=

∞⋂
n=1

(On)
c

可得 G 是一个 Fσ 集。

(2) 我们考虑有理数集 Q，这是一个 Fσ 集。假设其还是一个 Gδ 集，则存在一簇开

集 {On}∞n=1，使得 Q =
⋂∞

n=1On。由于 Q 在 R 中稠密，从而每个 On 也是稠密的。我

们考虑 (⋂
q∈Q

(R \ {q})
)
∩
( ∞⋂
n=1

On

)
这是一个空集，但由 Baire 纲定理，可数个稠密集的交仍然是稠密集，矛盾！从而 Q 不
是 Gδ 集。
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（利用这个结论我们也可以证明不存在 R 上的函数使得其在有理点连续，在无理点
不连续。）

(3) 一个比较自然的想法是把一个不是 Gδ 集的 Fσ 集和一个不是 Fσ 集的 Gδ 集拼

在一起，从而考虑

Q− ∪ (R \Q)+ = {x ∈ Q : x < 0} ∪ {x ∈ R \Q : x ≥ 0}

容易验证这是一个既非 Gδ 集也非 Fσ 集的 Borel 集。

习题 1.3.5. 假设 {Ek}∞k=1 是一簇可测集合，且
∑∞

k=1m(Ek) <∞。令

E = lim supEk =
{
x ∈ Rd : x 属于无穷多个Ek

}
.

证明 E 可测且 m(E) = 0。

证明. 根据定义，我们有 E =
⋂∞

N=1

⋃∞
n=N En。因为

∑∞
k=1m(Ek) < ∞，所以对任意的

ϵ，存在 M 使得
∑∞

k=M m(Ek) < ϵ。利用外测度的单调性，我们有

m∗(E) ≤ m∗
( ∞⋃
k=M

Ek

)
≤

∞∑
k=M

m(Ek) < ϵ.

由 ϵ 的任意性我们有 m∗(E) = 0，从而 E 可测且 m(E) = 0。

注 1.3.6. 这个简单的引理其实非常重要，它展示了如何分离出一个测度为零的集合，从
而证明某个可测函数有某些性质“几乎处处成立”。接下来我们展示其在丢番图逼近的
一个简单应用。

习题 1.3.7. 考虑集合

Wz =
{
x ∈ [0, 1] : |x− p/q| < 1/qz 对于无穷多个q 成立

}
.

证明当 z > 2 时，有 m(Wz) = 0。

证明. 对每一个正整数 q，考虑集合

Eq =

q⋃
p=1

(
p

q
− 1

q2+ϵ
,
p

q
+

1

q2+ϵ

)
.

我们有

m(Eq) ≤
q∑

p=1

2

q2+ϵ
= q · 2

q2+ϵ
=

2

q1+ϵ
.

从而
∑∞

q=1m(Eq) <∞，另外注意到 Wz 刚好就是 lim supEq，从而由 Borel-Cantelli 引
理，我们得到了 Wz 是一个零测集。

习题 1.3.8. 设 E1 和 E2 是 Rd 的两个紧子集，且 E1 ⊂ E2。若 m(E1) = a，m(E2) = b，

则对任意的 a < c < b，存在紧集 E 使得 m(E) = c。
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证明. 令 Bt 为半径为 t 的闭球，定义 Et = E1 ∪ (E2 ∩ Bt)，我们证明 m(t) 在任意的

闭区间上是关于 t 连续的。事实上对任意单调递增趋向于 t0 的序列 {tk}∞k=1，我们有

Etk ↑ Et0，从而利用测度向上的连续性，有

lim
tk→t−0

m(Etk) = m(Et0),

即 m(t)左连续。另外注意到 Et 是紧集，m(t)在闭区间上是有界的，从而利用测度的向

下连续性，m(t)也是右连续的。最后利用连续函数的介值定理，存在 t0 使得 m(Et0) = c，

且 Et0 是紧集，得证！

习题 1.3.9. 设 E 是 R 的一个子集且 m∗(E) > 0，证明对任意的 0 < α < 1，存在一个

开区间 I 满足

m∗(E ∩ I) ≥ αm∗(I).

证明. 选择一个包含 E 的开集使得 m∗(E) ≥ αm∗(O)，根据 O可以被分解成可数个开区

间的不交并，记 O =
⋃∞

k=1 Ik，Ik 两两不交。假设对所有的 k，都有m∗(E∩Ik) < αm∗(Ik)，

则

m∗(E) < m∗

( ∞⋃
k=1

(E ∩ Ik)
)
=

∞∑
k=1

m∗(E ∩ Ik) <
∞∑
k=1

αm∗(Ik) = αm∗

( ∞⋃
k=1

Ik

)
= αm∗(O),

这和 O 的选取矛盾，从而必存在某个 k 使得 m∗(E ∩ Ik) ≥ αm∗(Ik)。

注 1.3.10. 我们可以以一种直观的方式描述这个结论：R 上的一个具有正外测度的集合
可以几乎完全覆盖某一个开区间。

习题 1.3.11. 令 E 是 R 的一个可测子集，且 m(E) > 0，证明 E 的差集

{z ∈ R : z = x− y, 其中x, y ∈ E}

包含一个以原点为中心的开区间。

证明. 由上一问的结论，存在一个开区间 I 使得 m(E ∩ I) ≥ 3
4
m(I)，记 E0 = E ∩ I，我

们证明当 |h| 充分小的时候有 E0 ∩ (E0 + h) ̸= ∅。事实上假设 E0 ∩ (E0 + h) = ∅，由于
E0 ⊂ I，我们有 (E0 ∪ (E0 + h)) ⊂ (I ∪ (I + h))。根据测度的性质，我们有

m(I ∪ (I + h)) ≥ m(E0 ∪ (E0 + h)) = m(E0) +m(E0 + h) = 2m(E0) ≥
3

2
m(I).

然而当 |h| < 1
2
m(I) 时，显然有 m(I ∪ (I + h)) < 3

2
m(I)，矛盾！这说明当 |h| < 1

2
m(I)

时，E0∩ (E0+h) ̸= ∅，从而存在 x ∈ E，使得 x−h ∈ E。故 h ∈ E−E，这说明 E−E

包含一个以原点为中心的开区间。

注 1.3.12. 个人认为这是一个极具启发性的结论，将测度的性质和拓扑的性质巧妙地联
系在了一起。进一步我们可以推出以下结论：

设 E 和 F 是两个具有正测度的集合，则 E + F 包含一个区间。（证明方法是类似

的）



第二章 勒贝格积分理论

2.1 可测函数与逼近

先前我们定义了测度并研究了其最基本的一些性质，现在我们给出可测函数的定义

定义 2.1.1. 对一个定义在 Rd 的可测集 E 上的函数 f，若对所有的 a ∈ R，集合

f−1([−∞, a)) = {x ∈ E : f(x) < a}

可测，则称 f 可测。（在不产生混淆的情况下，之后我们将 {x ∈ E : f(x) < a} 简单记
为 {f < a}）

在定义中 {f < a} 和 {f ≤ a} 是等价的，这是因为

{f ≤ a} =
∞⋂
k=1

{f < a+ 1/k} , {f < a} =
∞⋃
k=1

{f ≤ a− 1/k}

利用可测集的可数次运算的封闭性即可得出等价性。类似的我们有 {f > a} 也是一个等
价的定义，同理也可以得出若 f 是有限值的，则 f 可测当且仅当对任意的区间 (a, b) ⊂ R，
{a < f < b} 也是可测的。

我们可以思考一下为什么可测函数要如此定义。我们知道测度和可测函数的理论都

是为 Lebesgue 积分理论做铺垫，进而弥补 Riemann 积分的缺陷（例如使可积函数空间
完备化）。而这两种积分定义的区别，从直观上讲，就是“横着切”和“竖着切”的区别。

Lebesgue积分是划分值域，考虑落在 (a, b)这个小区间内的点集的测度 m({a < f < b})，
所以我们必须以 {a < f < b} 可测为前提，这就对应了我们的定义。

根据定义，我们可以得到可测函数的如下性质

(1) 有限值函数 f 是可测的，当且仅当对每个开集 O，f−1(O) 可测，当且仅当对每

个闭集 F , f−1(F ) 可测

(2)若 f 在 Rd 上连续，则 f 可测。若 f 是可测与有限值的且 ϕ连续，则 ϕ◦ f 可测
(3) 设 {fn}∞n=1 是可测函数列，则 sup fn , inf fn , lim sup fn , lim inf fn 都是可测的
(4) 设 {fn}∞n=1 是可测函数列，且 limn→∞ fn(x) = f(x)，则 f 可测

(5) 若 f 和 g 都是可测的，则 fk(k ∈ N+), f + g, fg 都是可测的

这些性质都很容易验证，故在此略过证明。

13
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现在我们引入“几乎处处成立”的概念，这里指不成立的点构成一个零测集。例如

令 f ≡ 0，g 为 Dirichlet 函数，则 f = g 几乎处处成立，记作

f(x) = g(x) a.e.x

由于一个可测集去除一个零测集依旧是可测的，故上述的性质中对 f 的限制都可

以减弱为“几乎处处成立”。

定理 2.1.2. 设 f 是 Rd 上的非负可测函数，则存在递增非负简单函数列 {φk}∞k=1，使得

对所有的 x，有

lim
k→∞

φk(x) = f(x).

证明. 对于 N ≥ 1，令 QN 表示中心在原点、边长为 N 的方体，定义

FN(x) =


f(x), x ∈ QN 且f(x) ≤ N,

N, x ∈ QN 且f(x) > N,

0, 其他

当 N → ∞ 时，FN(x) → f(x)。对固定的 N,M ≥ 1，定义

Eℓ,M =

{
x ∈ QN :

ℓ

M
< FN(x) ≤

ℓ+ 1

M

}
, 0 ≤ ℓ < NM

我们构造

FN,M(x) =
∑
ℓ

ℓ

M
χEℓ,M

(x)

容易看出每个 FN,M 是对所有 x 满足 0 ≤ FN(x) − FN,M(x) ≤ 1/M 的简单函数，令

φk = F2k,2k，则 {φk}∞k=1 递增 (为什么选择 2k 为下标，如果选择 k 为下标呢？事实上
后者不能保证 {φk}∞k=1 递增) 且对所有 x 有 0 ≤ F2k(x)−φk(x) ≤ 1/2k，从而当 k → ∞
时，φk(x) → f(x)。

定理 2.1.3. 设 f 是 Rd 上的可测函数，则存在简单函数列 {φk}∞k=1 满足

|φk(x)| ≤ |φk+1(x)| 且对所有x, lim
k→∞

φk(x) = f(x)

证明. 我们将 f(x) 分解为 f(x) = f+(x)− f−(x)，其中

f+(x) = max(f(x), 0) , f−(x) = max(−f(x), 0)

由于 f+(x)和 f−(x)非负，故由 Theorem 1.2.1知存在递增简单非负函数列
{
φ+
k (x)

}∞
k=1

和
{
φ−
k (x)

}∞
k=1
分别逐点收敛于 f+ 和 f−。令 φk(x) = φ+

k (x)−φ−
k (x)，则 φk(x) 逐点收

敛于 f(x) 且

|φk(x)| = φ+
k (x) + φ−

k (x) ≤ φ+
k+1(x) + φ−

k+1(x) = |φk+1(x)|.
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更进一步地，我们可以用阶梯函数逼近可测函数。

定理 2.1.4. 设 f 在 Rd 上可测，则存在阶梯函数列 {ψk}∞k=1 使得

lim
k→∞

ψk(x) = f(x) a.e.x

证明. 我们只需证明对任意的简单函数 φ(x) =
∑N

i=1 ciχEi
，存在阶梯函数列 {ψk}∞k=1 使

得其几乎处处收敛于 φ(x)。

对每个可测集 Ei，存在互不相交的开矩形 Q1, Q2, . . . , QM 使得 m(Ei∆
⋃M

j=1Qj) ≤
ϵ，故存在阶梯函数列 {ψi,k}∞k=1 使得

lim
k→∞

ψi,k(x) = χEi
(x) a.e.x

令 ψk(x) =
∑N

i=1 ciψi,k(x)，则

lim
k→∞

ψk(x) = φ(x) a.e.x

根据定理 2.1.3，可测函数可被简单函数列逐点逼近，再结合上面的推导，可以得到可测
函数能几乎处处被阶梯函数列逼近，从而定理得证。

2.2 Lebesgue 积分

2.2.1 Lebesgue 积分的定义与收敛定理

现在我们开始以简单函数为基础，分四个阶段定义 Lebesgue 积分。(若如特别说
明，以下关于函数 f 的限制均可理解为“几乎处处成立”，例如 f(x) ≤ g(x) 可理解为

f(x) ≤ g(x) a.e.x)
Stage 1：简单函数

定义 2.2.1. 简单函数是有限和

φ(x) =
N∑
k=1

akχEk
(x)

其中 Ek 是测度有限的可测集，ak 是常数。若 Ek 两两不交，ak 不同且非零，则称该分

解为 φ(x) 的标准形式。若 φ 是具有标准形式 φ(x) =
∑N

k=1 akχFk
(x) 的简单函数，那么

定义 φ 的 Lebesgue 积分为 ∫
Rd

φ(x) dx =
N∑
k=1

ckm(Fk)

如此定义的 Lebesgue积分满足线性性、可加性一系列性质，在此我们略过证明，把
重心放在接下来的定义和它们引出的非常重要的收敛定理。

Stage 2：支撑在一个有限测度集上的有界函数
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定义 2.2.2. 一个可测函数的支撑集定义为

supp(f) = {x : f(x) ̸= 0}

只要 x /∈ E 就有 f(x) = 0，则称 f 支撑在集合 E 上。

在定义此类函数的积分之前，我们先证明一个重要引理。

引理 2.2.3 ((Egorov 定理)). 假设 {fk}∞k=1 是一个定义在满足 m(E) < ∞ 的可测集 E

上的可测函数列，且在 E 上 fk 几乎处处收敛于 f。对任意的 ε > 0，我们可以找到一

个闭集 Aε ⊂ E 使得 m(E \ Aε) ≤ ε 且在 Aε 上 fk 一致收敛于 f。

证明. 不妨设对任意的 x ∈ E，fk(x) → f(x) (这里能够不妨设是因为不收敛于 f 的点

构成一个零测集)，对于任意的非负整数 n, k，令

Ek,n = {x ∈ E : |fj(x)− f(x)| < 1/n,对所有j > k}

现固定 n，我们有 Ek,n ↑ E，从而根据测度的连续性，存在 kn 使得 m(E \Ekn,n) < 1/2n。

根据构造，只要 j > kn 且 x ∈ Ekn,n 就有 |fj(x)− f(x)| < 1/n。

选取 N 使得
∑∞

n=N 2−n < ε/2 且令

Ãε =
⋂
n≥N

Ekn,n

我们有

m(E \ Ãε) ≤
∞∑

n=N

m(E \ Ekn,n) < ε/2

对任意的 δ > 0，选取 n > N 使得 1/n < δ，于是只要 j > kn 且 x ∈ Ekn,n，就有

|fj(x)− f(x)| < δ。因此在 Ãε 上 fk 一致收敛于 f。

最后选取闭子集 Aε ⊂ Ãε 满足 m(Ãε \ Aε) < ε/2，于是我们有

m(E \ Aε) ≤ m(E \ Ãε) +m(Ãε \ Aε) ≤ ε

引理 2.2.4. 设 f 是支撑在一个有限测度集 E 上的有界函数。若 {φn}∞n=1 是任意支撑

在 E 上、以 M 为界的简单函数序列，且满足对 a.e.x , φn(x) → f(x)，则

(1) 极限 lim
n→∞

∫
φn 存在

(2) 若f = 0 a.e.x, 则 lim
n→∞

∫
φn = 0�
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证明. 对任意的 ε > 0，因为 E 的测度有限，故由 Egorov 定理，存在 E 的一个可测闭

子集 Aε 使得 m(E − Aε) ≤ ε，且在 Aε 上 φn 一致收敛于 f。记 In =
∫
φn，则有

|In − Im| ≤
∫
E

|φn(x)− φm(x)| dx

=

∫
Aϵ

|φn(x)− φm(x)| dx+
∫
E−Aϵ

|φn(x)− φm(x)| dx

≤
∫
Aϵ

|φn(x)− φm(x)| dx+ 2M m(E − Aϵ)

≤
∫
Aϵ

|φn(x)− φm(x)| dx+ 2Mϵ.

由一致收敛性，对所有 x和充分大的 m,n有 |φn(x)−φm(x)| < ε，因此对充分大的 m,n

有

|In − Im| ≤ m(E)ε+ 2Mε

这说明 {In} 是 R 上的柯西列，从而其收敛。
若 f = 0 a.e.x，重复以上的论证可以得到对充分大的 n，有 |In| ≤ m(E)ε +Mε，

从而 (2) 结论也成立。

有了这个引理我们就可以定义这类函数的 Lebesgue 积分的。

定义 2.2.5. 若 f 是支撑在一个有限测度集 E 上的有界函数，{φn}∞n=1 是任意支撑在 E

上、以 M 为界的简单函数序列，且满足对 a.e.x , φn(x) → f(x)，则定义 f 的 Lebesgue
积分为 ∫

f(x) dx = lim
n→∞

∫
φn(x) dx

引理的结论 (1) 保证了如此定义的极限是存在的，而 (2) 保证了积分值和 {φn}∞n=1

这个函数序列的选取无关，即假设 {ψn}∞n=1 也是支撑在 E 上、以 M 为界的简单函数序

列，且满足对 a.e.x , φn(x) → f(x)，则序列 {φn − ψn} 支撑在一个有限测度集、以 2M

为界，且 n → ∞ 时，φn − ψn 几乎处处为零。从而由 (2) 知 limn→∞
∫
(φn − ψn) = 0，

从而我们有

lim
n→∞

∫
φn dx = lim

n→∞

∫
ψn dx

这就证明了积分值和序列的选取无关。

根据引理的证明思路，我们可以证明第一个重要的收敛定理——有界收敛定理。

定理 2.2.6. 设 {fn} 是一个支撑在有限测度集 E 上、以 M 为界的可测函数列，且几乎

处处收敛于 f，则 f 也是支撑在 E 上的有界可测函数，且

lim
n→∞

∫
fn dx =

∫
f dx
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证明. 该定理的实质是对引理 2.2.4 证明的重复，利用 Egorov 定理和三角不等式，我们
有 ∫

(fn(x)− f(x)) dx ≤
∫

|fn(x)− f(x)| dx ≤ m(E)ε+ 2Mε

从而结论得到了证明。

Stage 3：非负函数

定义 2.2.7 (2.1.7). 设 f 是一可测非负函数，则定义其 Lebesgue 积分为∫
f(x) dx = sup

g

∫
g(x)dx

这里上确界对所有满足 0 ≤ g ≤ f 的支撑在一个有限可测集上的有界可测函数 g 取。

若上确界有限 (广义实数意义下)，则称 f 是 Lebesgue 可积的。
在有了定义之后，我们想知道是否可以像定理 2.2.6 那样交换积分和极限的顺序。

然而在不加限制的情况下，我们很容易找到反例，例如考虑

fn(x) =

n, 若0 < x < 1/n,

0, 其他

对所有的 x 有 fn(x) → 0，然而对所有的 n 有
∫
fn(x) = 1。我们发现积分的极限比极限

的积分大，由此受到启发，有如下的定理。

定理 2.2.8. (法图引理) 设 {fn} 是非负可测函数列，且几乎处处收敛于 f，则∫
f ≤ lim inf

∫
fn

证明. 假设 0 ≤ g ≤ f，其中 g 是支撑在一个有限可测集 E 上的有界可测函数。若设

gn(x) = min(g(x), fn(x))，则 gn 为支撑在 E 上的可测函数且几乎处处收敛于 g，从而

根据有界收敛定理，

lim
n→∞

∫
gn =

∫
g

由于 gn(x) ≤ fn(x)，所以
∫
gn ≤

∫
fn，进而有∫
g ≤ lim inf

n→∞

∫
fn

最后对所有的 g 取上确界就得到了法图引理。

由法图引理我们可以得到如下的推论：

推论 2.2.9. 设 f 是一个非负可测函数，若非负可测函数列 {fn} 满足对 a.e.x，fn(x) ≤
f(x) 且 n→ ∞ 时有 fn(x) → f(x)，则有

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f



2.2 LEBESGUE 积分 19

证明. 由于 fn(x) ≤ f(x) a.e.x，所以对所有 n 有
∫
fn ≤

∫
f。取上确界有

lim sup
n→∞

∫
fn ≤

∫
f

结合法图引理便证明的该推论。特别地，我们有 ** 单调收敛定理 **：

定理 2.2.10. 假设 {fn} 是一个满足 fn(x) ≤ fn+1(x)，且 limn→∞ fn(x) = f(x) a.e.x 的

非负函数列，则有

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f

Stage 4：一般可积函数

定义 2.2.11. 若非负可测函数 |f | 是可积的，则称 f 是可积的。同时我们定义

f+(x) = max(f(x), 0) 与 f−(x) = max(−f(x), 0)

我们有 f = f+ − f−，且因为 f+, f− 都是非负的且它们都不大于 |f |，故 f+, f− 都是可

积的。接着我们定义 ∫
f =

∫
f+ −

∫
f−

至此完成了对 Lebesgue 积分的定义，接下来我们考虑积分的一些性质，除了最基本的
线性性、可加性、单调性和三角不等式，还有如下常用的性质。

性质 2.2.12. 假设 f 在 Rd 上可积，则对每个 ε > 0 : (1) 存在有限测度集 B，使得∫
Bc

|f | < ε；(2) 存在 δ > 0 使得只要 m(E) < δ，就有
∫
E

|f | < ε。

证明. 不失一般性，我们可以假设 f ≥ 0，否则可用 |f | 代替代替 f。

对于 (1)，令 BN 表示中心在原点、半径为 N 的球，令 fN(x) = f(x)χBN
(x)，则

fN ↑ f，于是由单调收敛定理

lim
N→∞

∫
fN =

∫
f

这说明对任意的 ε，存在充分大的 N 使得

0 ≤
∫
f −

∫
fχBN

=

∫
Bc

N

f ≤ ε

从而我们证明了 (1)。
对于 (2)，令 fN(x) = f(x)χEN

(x)，其中 EN = {x : f(x) ≤ N}。我们有 fN ↑ f，于
是由单调收敛定理，存在充分大的 N 使得∫

(f − fN) < ε/2
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选取 δ > 0 使得 Nδ < ε/2，只要 m(E) < δ，就有∫
E

f =

∫
E

(f − fN) +

∫
E

fN

≤
∫
(f − fN) +

∫
E

fN

≤
∫
(f − fN) +Nm(E)

≤ ε

2
+
ε

2
= ε

从而我们证明了 (2)。

注 2.2.13. (1) 可以直观理解为如果积分值是有限的，那么 f 在无穷远处的积分值趋于

零, 而 (2) 是我们在第三章出现的非常重要的性质——绝对连续性。

有了这些铺垫，我们可以证明最后一个也是应用最广的收敛定理——控制收敛定
理。

定理 2.2.14. 假设可测函数列 {fn}几乎处处收敛于 f，且存在可积函数 g使得 |fn(x)| ≤
g(x)，则

lim
n→∞

∫
fn =

∫
f

证明. 对每个正整数 N > 0，令 EN = {x : |x| ≤ N, g(x) ≤ N}。对于任意的 ε > 0，存

在 N 使得
∫
Bc

N
g ≤ ε，于是函数 fnχEN

有界且支撑在一个有限测度集上。根据有界收敛

定理，对充分大的 n 有 ∫
EN

|fn − f | < ε

因此对充分大的 n 有 ∫
|fn − f | =

∫
EN

|fn − f |+
∫
Ec

N

|fn − f |

≤
∫
EN

|fn − f |+ 2

∫
Ec

N

g

≤ ε+ 2ε = 3ε

从而控制收敛定理得证。

最后我们证明 Lebesgue 积分是兼容 Riemann 积分的。

定理 2.2.15. 若 f 在闭区间 [a, b] 上是黎曼可积的，则 f 可测，且

(R)
∫ b

a

f(x)dx = (L)
∫ b

a

f(x)dx

即两种积分的取值是相等的。
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证明. 根据黎曼可积的定义，存在一致有界的可测阶梯函数列 {φk} 和 {ψk} 使得

φ1(x) ≤ φ2(x) ≤ · · · ≤ f(x) ≤ · · · ≤ ψ2(x) ≤ ψ1(x)

且

lim
k→∞

(R)

∫
φk = (R)

∫ b

a

f = lim
k→∞

(R)

∫
ψk

根据 Lebesgue准则，f 几乎处处连续，所以 limn→∞ φn(x) = limn→∞ ψn(x) = f(x) a.e.x，

结合有界收敛定理有

lim
k→∞

(L)

∫
φk = (L)

∫ b

a

f = lim
k→∞

(L)

∫
ψk

这里每个阶梯函数都是简单函数，于是由各自积分的定义可以得到对任意的 k

(R)

∫
φk = (L)

∫
φk, (R)

∫
ψk = (L)

∫
ψk

结合上述结论我们即可得出

(R)
∫ b

a

f(x)dx = (L)
∫ b

a

f(x)dx

2.2.2 L1 空间

当我们把注意力转向可积函数整体结构时，可以观察到全体可积函数构成一个线性

空间。若在该空间上配备范数：

∥f∥ =

∫
Rd

|f(x)|dx

则称这个赋范线性空间为 L1 空间。

我们研究 L1 空间是因为其弥补了黎曼可积函数空间的一个缺陷，即后者是不完备

的。例如我们考虑 {rk}∞k=1 是 [0, 1] 上的有理数的一个列举，令

fn(x) =

1, x ∈ {r1, r2, . . . , rn}

0, 其他

这里每个 fn 都是黎曼可积的，但是其极限是限制在 [0, 1] 上的 Dirichlet 函数，显然其
不是黎曼可积的。

但是对 L1 空间，我们有

定理 2.2.16. 赋范线性空间 L1 是完备的，即 L1 中的柯西列收敛且极限仍在 L1 中。
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证明. 考虑柯西列 {fn} 满足以下条件的子列 {fnk
}∞k=1 :

∥fnk+1
− fnk

∥ ≤ 2−k, ∀k ≥ 1

由柯西列的性质知这样的子列是存在的。接着考虑级数

f(x) = fn1(x) +
∞∑
k=1

(fnk+1
(x)− fnk

(x)), g(x) = |fn1(x)|+
∞∑
k=1

|fnk+1
(x)− fnk

(x)|

我们有 ∫
|fn1 |+

∞∑
k=1

∫
|fnk+1

− fnk
| ≤

∫
|fn1 |+

∞∑
k=1

2−k <∞

故由单调收敛定理 g 是可积的，且由于 |f | ≤ g，由控制收敛定理 f 也可积，于是我们

有 fnk
几乎处处收敛于 f。最后由于 |f − fnk

| < g，再次利用控制收敛定理有

lim
k→∞

∥fnk
− f∥ = ∥ lim

k→∞
(fnk

− f)∥ = 0

从而对任意的 ε > 0，存在 N1 使得 m,n > N 时有 ∥fm − fn∥ ≤ ε/2，同时存在 nk > N1

且 ∥fnk
− f∥ ≤ ε/2。于是当 n > N1 时有

∥fn − f∥ ≤ ∥fn − fnk
∥+ |fnk

− f∥ ≤ ε

这就证明了 {fn} 在 L1 中有极限 f，从而 L1 空间是完备的。

注 2.2.17. 这里的证明思路和证明 R 的完备性类似，都是先证明存在一个收敛的子列再
分段放缩。值得注意的是，本题有另一个比较自然的证明思路，即先证明了 {fn} 几乎
处处收敛于某个 f，再证明其也依范数收敛于 f，然而遗憾的是我们可以找到一个反例，

使得 fn 在每一点的极限都不存在。这也提醒我们几乎处处收敛和依 L1 范数收敛并不

等价，二者都不能推出对方。

L1 收敛但处处不收敛：对任意的正整数 k，若 2k−1 ≤ n ≤ 2k − 1，则令

En = [
n− 2k−1

2k−1
,
n− 2k−1 + 1

2k−1
]

考虑 fn = χEn，容易验证当 2k−1 ≤ n ≤ 2k − 1 时有 ∥fn∥ = 1/2k−1，所以 fn 在 L1 范

数下收敛于 f ≡ 0。然而对每个 x ∈ [0, 1]，x 属于无穷多个 En，也不属于无穷多个 En，

从而对每个 x，fn(x) 都不会收敛于 f(x)。

处处收敛但 L1 不收敛：这个例子在上一篇证明法图引理前就已经提及，考虑

fn = n · χ(0,1/n)

则 fn 逐点收敛于 f ≡ 0，然而对每个 n，∥fn∥ = 1，这说明 fn 依范数并不会收敛于 f。

定义 2.2.18. 对于可积函数簇 G，若对任何 f ∈ L1 和 ε > 0，都存在 g ∈ G 使得

∥f − g∥L1 < ε，则称 G 在 L1 中稠密。

根据数学分析的知识和先前的笔记，我们容易推导出简单函数、阶梯函数、紧支撑

的连续函数都在 L1 中稠密，从而在解决许多实分析相关的问题时，我们可以先在其稠

密子集上证明结论，再逼近整个空间，这也是分析学中的一个核心思想。
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2.3 Fubini 定理

2.3.1 Fubini 定理的叙述与证明

在数学分析中，我们常常把多重积分的计算转化为累次的一维积分计算，现在我们

以 Lebesgue 积分的视角检验这个方法的严谨性，即 Fubini 定理。

定义 2.3.1. 考虑映射 f : Rd1 × Rd2 → R，对固定的 y ∈ Rd2，我们定义

f y(x) = f(x, y)

为 f 在 y 上的截面。对偶地，对固定的 x ∈ Rd1，也可以定义 fx(y) = f(x, y) 为 f 在 x

上的截面。

令 d = d1 + d2，我们发现上述定义的映射和 f : Rd → R 是同一个映射，只是前者
强调了一种可行的分解。

对于 E ⊂ Rd1 × Rd2，我们定义截面为:

Ey =
{
x ∈ Rd1 : (x, y) ∈ E

}
, Ex =

{
y ∈ Rd2 : (x, y) ∈ E

}
需要注意的是，f 在 Rd 上可测并不能保证每个截面 f y 在 Rd1 上可测，例如将一

个 R 上的不可测集 N 放到 R2 的 x 轴上，其在 R2 上的测度为零，自然是可测集。但

是对 y = 0，f y = N 在 R 上不可测。不过幸运的是，对几乎所有的 y，截面 f y 是可测

的。这也是接下来介绍的 Fubini 定理中的一部分。

定理 2.3.2. 假设 f(x, y) 在 Rd1 × Rd2 上可积，则对几乎每个 y ∈ Rd2，(1) 截面 f y 在

Rd1 上可积；(2) 由
∫
Rd1

f y(x) dx 定义的函数在 Rd2 上可积，且

∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y) dx
)
dy =

∫
Rd

f.

证明. 不妨设 f 是实值的，令 F 表示的 Rd 上的满足定理中两个结论的函数集合，我们

按照以下步骤证明 L1(Rd) ⊂ F ：

step 1 F 在线性组合的运算下封闭�

step 2 F 在极限运算下封闭�

step 3 任何以有限测度的Gδ 集为特征的特征函数属于F �

step 4 任何以零测集为特征的特征函数属于F �

step 5 任何以有限测度集E 为特征的特征函数属于F �

step 6 任何可积函数f 属于F .
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这里 step 1, 5, 6 都是容易证明的。1 只需要利用积分的可加性；5 只需要观察到任

何一个有限测度集可以拆分成一个 Gδ 集和一个零测集的不交并；6可以把 f 分解成 f+

和 f−，它们分别是某个简单函数列的极限，而简单函数是以有限测度集 E 为特征的特

征函数的线性组合。下面我们证明剩下三个步骤。

对于 step 2，假设 {fk} 是 F 中的可测函数列，我们不妨设 fk 非负且 fk ↑ f，由单
调收敛定理得到

lim
k→∞

∫
Rd

fk(x, y) dxdy =

∫
Rd

f(x, y) dxdy

由假设，对每个 k 存在零测集 Ak ⊂ Rd2，使得只要 y /∈ Ak，就有 f y
k 在 Rd1 上可积。令

A =
⋃∞

k=1Ak，则 m(A) = 0，且只要 y /∈ A，那么对所有的 k , f y
k 都在 Rd1 上可积。记

gk(y) =

∫
Rd1

f y
k (x) dx, g(y) =

∫
Rd1

f y(x) dx

则由单调收敛定理 gk ↑ g。根据假设每个 gk 都是可积的，从而再次利用单调收敛定理有

lim
k→∞

∫
Rd2

gk(y) dy =

∫
Rd2

g(y) dy

由于 fk ∈ F，我们有 ∫
Rd2

gk(y) dy =

∫
Rd

fk(x, y) dxdy

结合以上式子我们得到∫
Rd2

g(y) dy = lim
k→∞

∫
Rd

fk(x, y) dxdy =

∫
Rd

f(x, y) dxdy

由于 f 可积，我们有 g 也是可积的，从而 g(y) < ∞, a.e.y。这说明对 a.e.y，f y 可积，

且 ∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y) dx
)
dy =

∫
Rd

f(x, y) dxdy

这就证明了 f ∈ F。
结合 step 1 和 step 2，我们可以证明在可积的前提下 F 对可数次线性组合的运算

也是封闭的。

对于 step 3，先考虑 E 是 Rd 上的有界开矩形的情形。记 E = Q1 × Q2，其中 Q1

和 Q2 分别是 Rd1 和 Rd2 上的开矩形。对每个 y , 函数 χE(x, y) 关于 x 都是可积的，且

关于 y 的函数 ∫
Rd1

χE(x, y) dx =

|Q1|� y ∈ Q2,

0� 其他
= |Q1|χQ2(y)

在 Rd2 上也是可积的。又因为∫
Rd2

(∫
Rd1

χE(x, y) dx
)
dy =

∫
Rd2

|Q1|χQ2(y) dy = |Q1||Q2| = |E| =
∫
Rd

χE(x, y) dx dy

所以 χE ∈ F。
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注意到刚刚的证明对闭矩形也成立，利用 F 的封闭性，可以得出若 E 是某个闭矩

形边界的子集，χE ∈ F。
接着由于任何一个有限开集可以写成几乎不相交的闭矩形的可数并，任何一个有限

测度的 Gδ 集是开集的可数交，可以得出任何以有限测度的 Gδ 集为特征的特征函数属

于 F。
对于 step 4，假设 E 是零测集，则存在一个测度为零的 Gδ 集 G 使得 E ⊂ G，根

据 step 3 的证明过程，我们有对 a.e.y，截面 Gy 的测度为零。又因为 Ey ⊂ Gy，所以对

a.e.y，Ey 的测度也为零，从而对 a.e.y 有∫
Rd1

χE(x, y) dx = 0

进而 ∫
Rd2

(∫
Rd1

χE(x, y) dx
)
dy = 0 =

∫
Rd

χE

这说明 χ ∈ F。
综上所述，Fubini 定理得证。

注 2.3.3. 私以为 Fubini 定理的证明是非常具有记录意义的，一是因为其提供了一种实
分析常用的从特殊到一般、从简单函数推广到复杂函数的证明范式，即单调类定理；二
是因为在证明的过程中，用到了非常多的先前测度论和收敛定理的相关结论，对于像本

人一样初学者而言，提供了非常好的回顾前面所学知识的机会。

2.3.2 Fubini 定理的应用

根据 Fubini 定理的证明，我们有一个类似的版本——Tonelli 定理。

定理 2.3.4. 假设 f(x, y) 是 Rd1 × Rd2 上的非负可测函数，则对几乎每个 y ∈ Rd2 : (1)
截面 f y 在 Rd1 上可测；(2) 由

∫
Rd1

f y(x) dx 定义的函数在 Rd2 上可测，且∫
Rd2

(∫
Rd1

f(x, y) dx
)
dy =

∫
Rd

f.

需要注意的是 Tonelli 定义强调的是截面可测，因此限制条件只需要 f 是非负可测

函数即可。在这种情形下 f 和其截面不一定可积 (或者说积分值为无穷)，从而 (2) 中的
积分应当在扩充值的意义下理解。

这两个定理告诉我们在什么情形下可以放心地去交换积分的次序——非负或者绝
对可积，对于级数也是适用的。

此外我们考虑一个积分次序不可交换的反例：令

f(x, y) =
x− y

(x+ y)3
, 0 ≤ x, y ≤ 1

先对 x 积分再对 y 积分结果是 1/2，反之则是 −1/2，同时 |f | 的积分为正无穷。这也
从反面印证了非负或者绝对可积的条件是必要的。

利用这两个定理我们可以得到一些和集合测度相关的定理。
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定理 2.3.5. 若 E 是 Rd1 × Rd2 上的一个可测集，则对几乎每个 y ∈ Rd2，截面 Ey 是

Rd1 的一个可测子集，进而 m(Ey) 是关于 y 的可测函数，且

m(E) =

∫
Rd2

m(Ey) dy

对 χE 应用 Tonelli 定理即可得到该定理的证明。此外对偶地，结论对 Rd2 上的截面 Ex

也成立。

定理 2.3.6. 若 E = E1 × E2 是 Rd 上的一个可测集，且 m∗(E2) > 0，则 E1 可测。

定理 2.3.7. 假设 E1 和 E2 分别是 Rd1 和 Rd2 上的可测集，则 E = E1 × E2 是 Rd 上

的可测集，且

m(E) = m(E1)m(E2)

定理 2.3.8. 假设 f 是 Rd1 上的可测函数，则由 f̃(x, y) = f(x)定义的函数 f̃ 在 Rd1×Rd2

上可测。

我们略过这三个定理的证明，把注意力转向积分的一个“几何意义”，即
∫
f 可以

理解为 f 下方图像的“面积”，我们用严谨的语言叙述这个结论。

定理 2.3.9. 假设 f(x) 是 Rd 上的非负函数，且令

A =
{
(x, y) ∈ Rd × R : 0 ≤ y ≤ f(x)

}
则 (1) f 在 Rd 上可测当且仅当 A 在 Rd+1 上可测；(2) 在 (1) 的前提下∫

Rd

f(x) dx = m(A).

证明. 若 f 在 Rd 上可测，则由定理 2.3.8，F (x, y) = y − f(x) 可测，从而

A = {y ≥ 0} ∩ {F ≤ 0}

在 Rd+1 上可测。

反过来假设 A 可测，则对每个 x ∈ Rd1，截面 Ax = [0, f(x)] 是一条闭线段，故

f(x) = m(Ax)。再根据定理 2.3.5，f 是可测的，且

m(A) =

∫
χA(x, y) dx dy =

∫
Rd1

m(Ax) dx =

∫
Rd1

f(x) dx,

从而定理得证。

最后我们以一道具体的计算作为本篇的结尾——推导 Rd 上的单位球的测度。

考虑 d 维单位球

Bd = {(x1, . . . , xd) ∈ Rd : x21 + · · ·+ x2d ≤ 1}
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记其测度为 vd。对固定的 xd ∈ [−1, 1]，剩下的坐标满足 x21 + · · ·+ x2d−1 ≤ 1− h2，这是

一个半径为
√
1− h2 的 d− 1 维单位球。由 Fubini 定理，我们有

vd =

∫ 1

−1

(∫
x2
1+···+x2

d−1≤1−h2

dx1 . . . dxd−1

)
dh =

∫ 1

−1

vd−1(1− h2)
d−1
2 dh

从而得到递推关系

vd = 2vd−1

∫ 1

0

(1− h2)
d−1
2 dh

令 h = sin θ, dh = cos θ dθ，则有

vd = 2vd−1

∫ π/2

0

(cos2 θ) d−1
2 cos θ dθ = 2vd−1

∫ π/2

0

cosd θ dθ

右边是一个经典的 Wallis 积分，我们有

2

∫ π/2

0

cosd θ dθ =
Γ(1

2
)Γ(d+1

2
)

Γ(d+2
2
)

从而得到递推关系

vd = vd−1 ·
√
πΓ(d+1

2
)

Γ(d
2
+ 1)

再结合初始条件 v1 = 2，最终得到

vd =
π

d
2

Γ(d
2
+ 1)
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第三章 微分理论

3.1 微分与积分

3.1.1 极大函数与弱型估计

本章内容我们研究 Lebesgue 积分与微分的关系。对于一维的 Riemann 积分，我们
有如下的微积分基本定理：

假设 f 连续且在 [a, b] 上可积，记 F (x) =

∫ x

a

f(y)dy ，则有 F (x) 在 [a, b] 上可导，

且 F ′(x) = f(x) 以及
∫ b

a

f(y)dy = F (b)− F (a) 。

现在我们考虑将其推广到 n 维的 Lebesgue 积分，先考虑一维情形下定义的原函数
F (x) 是否（几乎处处）存在。回顾导数的定义

lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

注意到其可写成如下的形式

lim
|I|→0
x∈I

1

|I|

∫
I

f(y) dy

将其推广到 n维上的情形，我们可以用包含 x的闭球 B 代替区间 I ，用 m(B)代替 |I|
。从而我们最终考虑假设 f 在 Rd 可积，那么是否对几乎所有的 x ，极限

lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

f(y) dy

存在且等于 f(x) ？

当 f 在 x 处连续时，沿用一元微积分基本定理的证法，容易证明极限确实收敛到

f(x) 。那么如果 f 仅仅是勒贝格可积时，是否对几乎所有的 x 上述结论成立？

答案是肯定的，接下来我们在完成一些准备工作后证明该定理。

定义 3.1.1. 若 f 在 Rd 上可积，则定义其极大函数为

f ∗(x) = sup
x∈B

1

m(B)

∫
B

|f(y)| dy

定理 3.1.2. f ∗(x) 有如下的性质

29
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1. f ∗(x) 可测。

2. f ∗(x) <∞ 几乎处处成立。

3. 对所有的 α > 0 ，有

m(
{
x ∈ Rd : f ∗(x) > α

}
) ≤ 3d

α
∥f∥L1

这里的 (3) 就是我们所说的弱型估计，直观来说，就是 f ∗(x) 总体不会比 f 大很多

（可被一个常数倍数控制），我们将在下面证明这一结论。此外结论 (1) 是容易观察的，
因为若 f(x̄) > α ，则存在球 B = B(x̄, r) 使得

1

m(B)

∫
B

|f(y)| dy > α

从而对所有的 x ∈ B ，都有 f ∗(x) > α ，这说明 {f ∗ > α} 是开集，从而 f 可测。

为证明 (3)，我们需要如下的 Vitali 覆盖引理：

引理 3.1.3. 设 B = {B1, B2, . . . BN} 是 Rd 中的有限开球簇，则存在 B 的不相交子簇
Bi1 , Bi2 , . . . , Bik 满足

m(
N⋃
l=1

Bl) ≤ 3d
k∑

j=1

m(Bij)

证明. 我们利用贪心算法构造满足条件的一列子簇，这依赖于一个简单但精妙的观察：
假设 B 和 B̃ 是一对同心球，且 B̃ 的半径是前者的三倍，则对任意与 B 相交且半径不

大于 B 的球 B′ ，都有 B′ ⊂ B̃ 。

接下来我们开始构造，首先在 B 中挑出具有极大半径的球 Bi1 ，去掉所有和 Bi1 相

交的球，由前面的观察知，这些去掉的球都会被和 Bi1 球心相同且半径是 Bi1 三倍的球

B̃i1 覆盖。记剩下的球为 B′ ，重复刚刚的步骤，由于每次至少选出一个球且 B 是有限
集，操作在有限步结束。记选出来的球为 Bi1 , Bi2 , . . . , Bik ，记 B̃i1 , B̃i2 , . . . , B̃ik 为对应

球半径三倍的同心球，则 B̃i1 , B̃i2 , . . . , B̃ik 覆盖了 B 中所有球。从而我们有

m(
N⋃
l=1

Bl) ≤ m(
k⋃

j=1

B̃ij) =
k∑

j=1

m(B̃ij) = 3d
k∑

j=1

m(Bij)

回到 (3) 的证明，令 Eα = {f ∗ > α} ，则对于每个 x ∈ Eα ，存在包含于 x 的球 Bx

使得
1

m(Bx)

∫
Bx

|f(y)| dy > α

对 Eα的任意紧子集 K ，由于 K 被
⋃

x∈Eα
Bx覆盖，所以其有一个有限子覆盖

⋃N
l=1Bl ⊃

K 。由引理，存在不相交子簇 Bi1 , Bi2 , . . . , Bik 满足

m(
N⋃
l=1

Bl) ≤ 3d
k∑

j=1

m(Bij)
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于是我们有

m(K) ≤ m

(
N⋃
ℓ=1

Bℓ

)
≤ 3d

k∑
j=1

m(Bij)

≤ 3d

α

k∑
j=1

∫
Bij

|f(y)| dy

=
3d

α

∫
∪k

j=1 Bij

|f(y)| dy

≤ 3d

α

∫
Rd

|f(y)| dy.

由于紧子集 K 选取的任意性，我们得到该不等式对 Eα 也成立，这就证明了 (3)。
此外 (2)是 (3)的一个简单推论，只需注意到 {f ∗ = +∞} ⊂ {f ∗ > α}再令 α → ∞

即可。

3.1.2 勒贝格微分定理

我们再回顾之前的 L1 理论中的 Chebyshev 不等式：假设非负函数 f ∈ L1 ，对任

意的 α > 0 ，我们有

m({x : f(x) > α}) ≤ 1

α
∥f∥L1

证明. 考虑

g(x) =

α, x ∈ {x : f(x) > α}

f(x), 其他

我们有 g(x) 非负且 g(x) ≤ f(x) ，从而根据控制收敛定理 g 可积且

αm({x : f(x) > α}) ≤ ∥g∥L1 ≤ ∥f∥L1

这就证明了 Chebyshev 不等式。

有了上述两个不等式，我们可以开始证明勒贝格微分定理。

定理 3.1.4. 若 f 在 Rd 上可积，则对于 a.e.x 有

lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

f(y) dy = f(x)

证明. 我们只需证明对每个 α > 0 ，集合

Eα =

x : lim sup
m(B)→0

x∈B

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ > 2α


的测度为零。

对于任意的 ε ，存在紧支撑的连续函数 g 使得 ∥f − g∥L1 < ε 。
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我们可以将差
1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x) 写成

1

m(B)

∫
B

(f(y)− g(y)) dy +
1

m(B)

∫
B

g(y) dy − g(x) + g(x)− f(x)

由于 g(x) 连续，故有

lim
m(B)→0

x∈B

1

m(B)

∫
B

g(y) dy = g(x)

从而

lim sup
m(B)→0

x∈B

∣∣∣∣ 1

m(B)

∫
B

f(y) dy − f(x)

∣∣∣∣ ≤ (f − g)∗(x) + |g(x)− f(x)|

我们记 Fα = {x : (f − g)∗(x) > α}和 Gα = {x : |f(x)− g(x)| > α}，则 Eα ⊂ (Fα∪Gα)

。

一方面由 Chebyshev 不等式，有

m(Gα) ≤
1

α
∥f − g∥L1

另一方面由弱型估计

m(Fα) ≤
3d

α
∥f − g∥L1

从而

m(Eα) ≤ m(Fα) +m(Gα) ≤
3d

α
ε+

1

α
ε

由 ε 的任意性知 m(Eα) = 0 ，从而定理得证！

我们注意到微分是一个局部性质而可积是一个整体性质，即 f 在无穷远处的行为

不会影响微分定理，从而可以考虑减弱 f 的限制，用一个局部性质替代可积。

定义 3.1.5. 称一个 Rd 上的可测函数 f 是局部可积的，如果对每个球 B ⊂ Rd ，函数

f(x)χB 可积。我们称所有局部可积的函数所组成的空间记为 L1
loc(R

d) 。

显然若 f 是局部可积的，勒贝格微分定理也成立。

3.2 有界变差函数和绝对连续函数

我们将注意力转向第二个问题，即一元函数 F (x) 在什么条件下，等式

F (a)− F (b) =

∫ b

a

F ′(x) dx

成立。这里需要注意的是由于该等式是在勒贝格积分的意义下，故 F ′(x) 需要几乎处处

可导。然而即使 F (x) 满足这一点，也不能保证上述等式成立，我们将在后面看到这一

点。
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3.2.1 有界变差函数

定义 3.2.1. 假设 F (t)是定义在闭区间 [a, b]上的复值函数，记 a = t0 < t1 < · · · < tN = b

是该区间的一个分割 T 。F 在这个分割下的变差定义为

N∑
j=1

|F (tj)− F (tj−1)|

若存在 M <∞ 使得

sup
T

NT∑
j=1

|F (tj)− F (tj−1)| =M

则称 F 在 [a, b] 上是有界变差的。

有界变差函数的一个重要性质是其可以写成两个有界递增函数之差，为证明之，我

们先定义如下概念：

定义 3.2.2. 若定义在 [a, b] 上的 F 是有界变差函数，定义其在 [a, x] 上的全变差为

TF (a, x) = sup
N∑
j=1

|F (tj)− F (tj−1)|

这里的上确界对 [a, x] 的所有分割取。

若 F 是实值的，我们还可以定义其在 [a, x] 上的正变差

PF (a, x) = sup
∑
(+)

(F (tj)− F (tj−1))

这里的求和对所有使得 F (tj) ≥ F (tj−1) 的 j 取。

同理也可以定义 F 在 [a, x] 上的负变差

NF (a, x) = sup
∑
(−)

−(F (tj)− F (tj−1))

这里的求和对所有使得 F (tj) ≤ F (tj−1) 的 j 取。

容易看出对所有的 a ≤ x ≤ b 有

F (x)− F (a) = PF (a, x)−NF (a, x)

且

TF (a, x) = PF (a, x) +NF (a, x)

现在我们证明

定理 3.2.3. [a, b] 上的实值函数 F 是有界变差函数当且仅当其可以写成两个有界递增

函数的差。
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证明. 充分性是显然的，现假设 F 是有界变差函数，令 F1(x) = PF (a, x) + F (a) 和

F2(x) = NF (a, x) ，显然 F1 和 F2 都是递增的且都为有界变差，故由上面正、负变差的

性质知 F (x) = F1(x)− F2(x) ，定理得证。

我们接下来着手证明单调函数的导数几乎处处存在，从而得出有界变差函数的导数

也是处处存在的。

我们先证明一个十分重要的引理，这是先前证明的 Vitali 覆盖引理 (引理 3.1.3) 的
加强版。

引理 3.2.4. 假设 E ⊂ Rd 是一个有限测度集，且 B 是一个 Vitali 覆盖（即对于每个
x ∈ E 和任意的 η > 0 ，存在球 B ∈ B ，使得 x ∈ B 且 m(B) < η ），则对任意的 δ > 0

，我们可以选取 B 中有限个不相交的球 B1, B2, . . . BN ，使得

N∑
i=1

m(Bi) ≥ m(E)− δ

证明. 不妨设 δ < m(E) ，我们可以选择 E 的一个紧子集 E ′ 使得 m(E ′) ≥ δ ，引理

3.1.3 保证了可以选取 B 中不相交的球 B1, B2, . . . BN1 使得（为方便我们记 γ = 3−d ）

N1∑
i=1

m(Bi) ≥ γm(E ′) ≥ γδ

若
∑N1

i=1m(Bi) ≥ m(E)− δ ，则已经完成了证明，操作终止；若
∑N1

i=1m(Bi) < m(E)− δ
，令 E2 = E−

⋃N1

i=1 B̄i ，则 m(E2) > δ ，且 B 中和
⋃N1

i=1 B̄i 不相交的球构成了 E2 的一个

Vitali覆盖，从而我们可以选取 E2 的紧子集 E ′
2 满足 m(E ′

2) ≥ δ 和 BN+1, BN+2, . . . BN2

，使得
N2∑

i=N1+1

m(Bi) ≥ γm(E ′
2) ≥ γδ

且 B1, B2, . . . , BN2 两两不交。

反复进行上述操作，若正整数 k ≥ (m(E)− δ)/(γδ) ，假设在 k 次操作后还没终止，

则选取的球的测度之和大于 kγδ ，这说明上述操作至多在 k 步之内结束，此时我们选

出了有限个不相交的球满足条件，引理得证！

接下来我们证明

定理 3.2.5. 若 F 是定义在 [a, b] 上的单调递增函数，则 F 在 [a, b] 上几乎处处可导。

证明. 我们定义如下四个导数

D+F (x) = lim sup
h→0+

F (x+ h)− F (x)

h
, D+F (x) = lim inf

h→0+

F (x+ h)− F (x)

h

以及

D−F (x) = lim sup
h→0+

F (x− h)− F (x)

−h
, D−F (x) = lim inf

h→0+

F (x− h)− F (x)

−h
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F 在 x 处可导当且仅当这四个值相等且有限，显然有 D+ ≤ D+, D− ≤ D− ，从而我们

只需证明对 a.e.x 有 D+F (x) <∞ 和 D+F (x) < D−F (x) 。我们考虑

E = {x ∈ (a, b) : D+F (x) > D−F (x)}

由于有理数是稠密的，我们可以将 E 表示为

E =
⋃

u,v∈Q,u>v

Eu,v, 其中Eu,v = {x ∈ E : D+F (x) > u > v > D−F (x)}

我们证明对固定的 u > v 有 m(Eu,v) = 0 ，记 s = m(Eu,v) ，对应任意的 ε ，存在

O ⊃ Eu,v 且 m(O) < s+ ε 。对每个 x ∈ O ，存在任意小的区间 [x− h, x] ⊂ O ，使得

F (x)− F (x− h) < vh

根据引理 3.2.4 ，我们可以选出有限个互不相交的闭区间 {In = [xn − hn, xn]}Nn=1 ，使得

N∑
n=1

m(In) > s− ϵ

于是我们有
N∑

n=1

[F (xn)− F (xn − hn)] < v
N∑

n=1

hn < v(s+ ϵ)

再令 A = Eu,v ∩ (
⋃

int In) ，则 m(A) > s− ε 。对于任意的 y ∈ A ，存在某个 In 和区

间 [y, y + k] ⊂ In ，使得

F (y + k)− F (y) > uk

再次利用引理 3.2.4 ，我们可以选出有限个互不相交的闭区间 {Jm = [ym, ym + km]}Mm=1

使得
M∑

m=1

m(Jm) > s− 2ϵ

从而我们有
M∑

m=1

[F (ym + km)− F (ym)] > u
M∑

m=1

km > u(s− ϵ)

由于 F 是单调递增的且每个 Jm 都被包含在某个 In 中，结合 {Jm}, {In}分别两两不交，
从而有

M∑
m=1

[F (ym + km)− F (ym)] ≤
N∑

n=1

[F (xn)− F (xn − hn)]

从而

u(s− 2ϵ) < v(s+ ϵ)

再令 ε→ 0 ，我们有 us ≤ vs ，最后由于 u > v ，所以 s = 0 ，即 Eu,v 是零测集。因为

E 是可数个这样的零测集的并，所以 E 也是零测集，进而 F 的四个导数值几乎处处相

等。



36 第三章 微分理论

接下来我们证明导数几乎处处有限，我们记

g(x) = lim
h→0

F (x+ h)− F (x)

h

和

gn(x) = n[F (x+
1

n
)− F (x)]

（约定 F (x) = F (b) ，当 x > b ），则 gn(x) → g(x) ，根据 Fatou 引理有∫ b

a

g(x)dx ≤ lim inf
n→∞

∫ b

a

gn(x)dx

又因为∫ b

a

gn(x)dx = n

∫ b+1/n

b

F (x)dx−n
∫ a+1/n

a

F (x)dx = F (b)−n
∫ a+1/n

a

F (x)dx ≤ F (b)−F (a)

于是 ∫ b

a

g(x) dx ≤ F (b)− F (a)

这说明 g(x) 几乎处处有限，即 F ′(x) 几乎处处存在，综上定理得证。

注 3.2.6. 我们证明了单调递增函数几乎处处可导，从而有界变差函数 F 也几乎处处可

导，且 ∫ b

a

F ′(x) dx ≤ F (b)− F (a)

这离我们想要的
∫ b

a

F ′(x) dx = F (b) − F (a) 还差一些，然而有界变差函数不能保证这

一点。事实上我们可以基于 Cantor 集构造一个定义在 [0, 1] 上的单调递增函数 F 满足

F (0) = 0, F (1) = 1 且 F ′(x) = 0, a.e.x （这里我们就不具体构造这个反例了，有兴趣了

解的可自行搜索“康托尔-勒贝格函数”）。

3.2.2 绝对连续函数

从上面的讨论我们发现仅仅是有界变差的条件不足以使得微积分基本定理成立，我

们需要再次加强 F 的性质。

定义 3.2.7. 设函数 F 定义在 [a, b] 上，若对任意的 ε > 0 ，存在 δ > 0 使得对任意有

限个开区间 (ak, bk), k = 1, 2, . . . , N ，只要
∑N

k=1 (bk − ak) < δ ，就有

N∑
k=1

|F (bk)− F (ak)| < ε

则称 F 在 [a, b] 上是绝对连续的。
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容易观察到绝对连续是比有界变差和一致连续更强的性质，同时比 Lipschitz 连续
弱。

若 f 可积且 F (x) =

∫ x

a

f(y) dy ，则 F (x) 是绝对连续的（上一章的积分收敛定理

中我们已经提及），这表明使得∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a)

成立的一个必要条件是 F (x) 绝对连续，我们接下来证明这也是充分条件，即：

定理 3.2.8. 若 F 在 [a, b] 上绝对连续，则∫ b

a

F ′(x) dx = F (b)− F (a)

证明. 令 G(x) =

∫ x

a

F ′(y) dy ，则 G 绝对连续，因此差 F (x)− G(x) 也是绝对连续的，

由勒贝格微分定理对 a.e.x 有 F ′(x) = G′(x) ，即 F (x)−G(x) 的导数几乎处处为零，记

H(x) = F (x)−G(x) ，接下来我们只需证明 H 在 [a, b] 上为常函数即可。记

E = {x ∈ (a, b) : H ′(x) = 0}

则 m(E) = b−a，对于任意的 ε > 0和 η > 0，存在一个包含 x的开区间 (ax, bx) ⊂ [a, b]

，满足

|H(bx)−H(ax)| ≤ ε(bx − ax)且 bx − ax ≤ η

这些区间构成了 E 的 Vitali 覆盖，从而由引理 3.2.4，对于任意的 δ > 0 ，我们可以从

中选取有限个开区间 Ii, 1 ≤ i ≤ N, Ii = (ai, bi) ⊂ [a, b] ，它们不相交且

N∑
i=1

m(Ii) ≥ m(E)− δ = b− a− δ

从而我们有
N∑
i=1

|H(bi)−H(ai)| ≤
N∑
i=1

ε(bi − ai) ≤ ε(b− a)

另一方面考虑 [a, b] \
⋃N

i=1 Ii ，其为有限多个闭区间 [αk, βk], k = 1, 2, . . . ,M 组成，且这

些区间的长度之和不超过 δ ，从而由 δ 的任意性和 H 的绝对连续性知

M∑
k=1

|H(βk)−H(αk)| ≤ ε

从而

|H(b)−H(a)| ≤
N∑
i=1

|H(bi)−H(ai)|+
M∑
k=1

|H(βk)−H(αk)| ≤ ε(b− a) + ε
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由 ε 的任意性知 H(b) = H(a) 。对任意的 x ∈ (a, b) ，我们只需在区间 [a, x] 上重复上

述的论证即得到 H(x) = H(a) ，这说明 H 在 [a, b] 上是常函数，故

F (x) =

∫ x

a

F ′(y) dy + C

令 x = a 可得 C = F (a) ，再令 x = b ，有∫ b

a

F ′(y) dy = F (b)− F (a)

综上我们证明了 ∫ b

a

F ′(y) dy = F (b)− F (a)

成立当且仅当 F 绝对连续。
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4.1 L2 空间

定义 4.1.1. 我们记 Rd 上的所有平方可积函数构成的集合为 L2(Rd) ，其由所有满足∫
Rd

|f(x)|2 dx <∞

的复值可测函数 f 组成。

相应地，f 的范数定义为

∥f∥L2 =

(∫
Rd

|f(x)|2 dx
)1/2

类似 L1 空间完备性的证明，我们可以证明 L2 空间也是完备的，这里不再重复。

L2 空间性质优美在于其蕴含着内积结构，我们可以很自然地赋予如下的内积：对

f, g ∈ L2 ，我们定义

(f, g) =

∫
Rd

f(x)g(x) dx

这里的内积可以看作线性空间 Rn 上我们熟悉的内积的推广。基于线性代数的视角，L2

空间有如下性质：

性质 4.1.2. L2 空间是一个无穷维线性空间，且

1. 若 f, g ∈ L2 ，则 f(x)g(x) 可积（这里保证了内积是良定义的），且有 Cauchy–
Schwarz 不等式

|(f, g)| ≤ ∥f∥∥g∥

2. 内积 (f, g) 关于 f 是线性的，关于 g 是共轭线性的，即

(f1 + f2, g) = (f1, g) + (f2, g), (f, g1 + g2) = (f, g1) + (f, g2), (kf, lg) = kl(f, g)

3. (f, g) = (g, f)。

4. 三角不等式 ∥f + g∥ ≤ ∥f∥+ ∥g∥ 成立。

这些也都是容易证明的结论，在不涉及基、维数、极限等相关的问题时，我们几乎

可以照搬有限维线性空间 Rn 上的结论。

关于内积引出的正交性等性质，我们将在更一般的 Hilbert 空间中去讨论。

39
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4.2 希尔伯特空间

4.2.1 介绍

定义 4.2.1. 一个集合 H 若满足：

1. H 是 C 或 R 上的线性空间。

2. H 可被赋予内积 (·, ·) ，这是一个 H → C 的映射，且

• 正定性：对任意的 f ∈ H ，都有 (f, f) ≥ 0。

• 共轭对称性：(f, g) = (g, f)。

• 线性性：对固定的 g ∈ H ，映射 f → (f, g) 是线性的。

3. 对 f ∈ H ，定义其范数为 ∥f∥ = (f, f)1/2 ，则 ∥f∥ = 0 当且仅当 f = 0。

4. 在度量 d(f, g) = ∥f − g∥ 下，H 是完备的。

则称 H 为一个希尔伯特 (Hilbert) 空间。

一般而言我们会再给希尔伯特空间加上一个条件——可分性：存在 H 中的可数元
素簇 {fk} ，使得它们的有限线性组合在 H 中稠密。本篇接下来出现的希尔伯特空间，
在没有特别说明的情况下，都默认是可分的。

4.2.2 正交性

正交性是希尔伯特空间独有的优美性质，可以与几何、代数产生丰富而深刻的联系。

在可分性的条件下，我们可以很自然地将有限维线性空间中的规范正交基的概念和性质

推广到 H 上。
若 H 中两个元素 f, g 满足 (f, g) = 0 ，则称 f, g 正交，记为 f⊥g 。对此我们有勾

股定理，即若 f, g 正交，那么 ∥f + g∥2 = ∥f∥2 + ∥g∥2 。证明这一点只需要注意到内积
的性质：

∥f + g∥2 = (f + g, f + g) = (f, f) + (f, g) + (g, f) + (g, g) = ∥f∥2 + ∥g∥2.

若 H 上的可数元素簇 {en} 满足

(ek, eℓ) =

1, k = ℓ

0, k ̸= ℓ

则称 {en} 是规范正交的。进一步地，若 {en} 的有限线性组合在 H 中稠密，则称 {en}
是一组规范正交基。可以看出这是有限维线性空间上的正交向量组在 H 上的推广。

定理 4.2.2. 若 {en} 是 H 中的一组规范正交基，则有以下几条与其等价的性质：
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1. 若 f ∈ H 且对所有 j ，(f, ej) = 0 ，则 f = 0。

2. 若 f ∈ H , SN(f) =
∑N

k=1(f, ek)ek ，则 N → ∞ 时 SN(f) 依范数收敛于 f。

3. 若 ak = (f, ek) ，则 ∥f∥2 =
∑∞

k=1 |ak|。

这里的证明也是容易的，同时（2）和（3）分别就是在傅里叶级数中我们熟悉的均
方收敛和 Parseval 恒等式。
此外，我们可以证明任何一个可分的希尔伯特空间都有规范的正交基，该证明是构

造性的，构造的过程和 Rn 中的 Gram–Schmidt 正交化类似。

4.2.3 酉映射

定义 4.2.3. 设 H 和 H′ 是两个希尔伯特空间，若映射 U : H → H′ 满足

1. U 是双射，且是线性映射。

2. U 是保内积的，即对任意的 f, g ∈ H ，有 (f, g)H = (Uf, Ug)H′。

则称 U 是一个酉映射。

从定义可以看出，U 也是保范数的。那么如果 U 是保范数的，结合 (1) 可以推出
U 保内积吗，答案是肯定的。我们只需注意到如下的恒等式：

(F,G) =
1

4

[
∥F +G∥2 − ∥F −G∥2 + i

(
∥F
i
+G∥2 − ∥F

i
−G∥2

)]
这可以看作极化恒等式的推广，它告诉我们内积可由范数表示。

若 H 和 H′ 是两个希尔伯特空间，且存在酉映射 U : H → H′ ，则称 H 和 H′ 是酉

同构的。

定理 4.2.4. 任意两个无穷维希尔伯特空间都是酉同构的。

证明. 设 H 和 H′ 是两个无穷维希尔伯特空间，我们可以分别取它们的一组规范正交基

{ek}∞k=1 , {e′k}∞k=1 ，我们按如下方式定义映射 U : 若 f ∈ H ，且 f =
∑∞

k=1 akek ，则

Uf =
∞∑
k=1

ake
′
k

容易看出这样定义的 U 是线性的，且由 Parseval 恒等式

∥f∥H =
∞∑
k=1

|ak|2 = ∥Uf∥H′

这就证明了 U 是酉映射，从而 H 和 H′ 是酉同构的。
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4.3 闭子空间和正交投影

我们接着考察希尔伯特空间上的一些代数结构。

定义 4.3.1. 设 S 是希尔伯特空间 H 的子集，若对任意的 f, g ∈ S 和 a, b ∈ C ，都有
af + bg ∈ S ，则称 S 是 H 的线性子空间。

这个和 Rn 上的子空间的定义是类似的，强调运算的封闭性。然而若 H 是无穷维
的，其线性子空间 S 不一定是闭的，即对极限运算不封闭，这是和有限维情形的一个
显著差异。一个常见的例子是 L2([−π, π]) ，[−π, π] 上的全体黎曼可积函数是其的一个
线性子空间，但显然这个空间不是闭的，因为黎曼可积函数列的极限可能不是黎曼可积

的。

接下来我们研究闭子空间的一些重要的几何性质。

引理 4.3.2. 假设 S 是 H 的闭子空间，且 f ∈ H ，则

1. S 中存在唯一的离 f 最近的元素 g0 ，即

∥f − g0∥ = inf
g∈S

∥f − g∥

2. (f − g0)⊥S ，即对任意的 g ∈ S ，都有 (f − g0, g) = 0。

直观来讲，g0 可看作 f 在 S 上的投影。这个结论在有限维希尔伯特空间上是容易

证明的，只需要利用 S 的列紧性。

证明. 先假设 H 是有限维的。若 f ∈ S ，则取 g0 = f 即可；若 f ∈ S ，则令 d =

infg∈S ∥f − g∥ ，我们有 d > 0 且存在 S 中的序列 {gn}∞n=1 ，使得 limn→∞ ∥f − gn∥ = d

。由于 S 是列紧的，故 {gn} 有收敛子列。记该极限为 g0 即有 ∥f − g0∥ = d。

若 H 是无穷维的，上述的证明将会失效，因为在无穷维线性空间上，有界闭集不
一定有列紧性（一组规范正交基即是反例）。为证明引理，我们将应用平行四边形法则：

∥A+B∥2 + ∥A− B∥2 = 2∥A∥2 + 2∥B∥2

将范数用内积的形式表达即可验证。现令 A = f − gn , B = f − gm ，得到

∥2f − (gn + gm)∥2 + ∥gm − gn∥2 = 2
[
∥f − gn∥2 + ∥f − gm∥2

]
又因为 1

2
(gn + gm) ∈ S ，所以

∥2f − (gn + gm)∥ = 2

∥∥∥∥f − 1

2
(gn + gm)

∥∥∥∥ ≥ 2d

进而
∥gm − gn∥2 = 2

[
∥f − gn∥2 + ∥f − gm∥2

]
− ∥2f − (gn + gm)∥2

⩽ 2
[
∥f − gn∥2 + ∥f − gm∥2

]
− 4d2.
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令 m,n→ ∞ ，有 ∥gm − gn∥ → 0 ，这说明 {gn} 是一个柯西列。又因为 H 是完备的且
S 是其闭子空间，所以 {gn} 会收敛于 S 中的一个元素 g0。

下面我们证明若 g ∈ S ，则 g⊥(f − g0) 。由 g0 的定义，对每个实数 ε ，我们有

∥f − (g0 − εg)∥2 ≥ ∥f − g0∥2

展开后移项有

2εRe(f − g0, g) + ε2∥g∥2 ≥ 0

由 ε 的任意性，关于 ε 的二次方程的判别式 ∆ = (Re(f − g0, g))
2 ≤ 0 ，这说明 Re(f −

g0, g) = 0 。类似地

∥f − (g0 − iεg)∥2 ≥ ∥f − g0∥2

展开后再次利用判别式可得 Im(f − g0, g) = 0 ，综上有 (f − g0, g) = 0。

最后假设 g′0 也是 S 中一个满足和 f 距离最小的元素，则由 (f − g0)⊥ (g0 − g′0) 可

得

∥f − g′0∥2 = ∥f − g0∥2 + ∥g0 − g′0∥2

这表明 ∥g0 − g′0∥ = 0 ，即 g0 = g′0 ，综上引理得证。

我们可以定义子空间 S 的正交补 S⊥ 为：

S⊥ = {f ∈ H : (f, g) = 0, ∀g ∈ S}

显然 S⊥是一个闭的线性子空间。若 S 是闭的，则 S∩S⊥ = {0}，这是因为若 f ∈ S∩S⊥

，则 (f, f) = 0 ，故 f = 0。

一个闭的子空间与其正交补的公共元素只有零向量，这启发我们可以对 H 做直和
分解：

H = S ⊕ S⊥

根据线性空间的理论，我们只需要证明每个 f ∈ H 可写成 g + h ，其中 g ∈ S, h ∈ S⊥

（S ∩S⊥ = {0} 可保证分解的唯一性）。根据引理 4.3.2 我们可以找到 S 中离 f 距离最近

的元素 g0 ，并将 f 写成 g0 + (f − g0) ，我们有 f − g0 ∈ S⊥ ，这就证明了 H = S ⊕S⊥。

有了这样的直和分解，我们可以很自然的定义投影映射

PS(f) = g, 其中f = g + h, g ∈ S, h ∈ S⊥

映射 PS 称为在 S 上的正交投影，有如下的性质：

1. PS 是线性映射。

2. 若 f ∈ S ，则 PS(f) = f。

3. 若 f ∈ S⊥ ，则 PS(f) = 0。

4. 对所有 f ∈ H ，有 ∥PS(f)∥ ≤ ∥f∥。
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4.4 线性算子理论初步

4.4.1 介绍

定义 4.4.1. 设 H1 和 H2 是两个希尔伯特空间，映射 T : H1 → H2 称为一个线性算子，

如果对任意的 k ∈ C 和 f, g ∈ H1 ，有

T (kf + g) = kT (f) + T (g)

若存在 M > 0 使得

∥T (f)∥H2 ≤M∥f∥H1

则称 T 是有界的，并定义 T 的范数为

∥T∥ = infM

其中下确界对所有满足 ∥T (f)∥H2 ≤M∥f∥H1 的 M 取。

同时若对收敛于 f 的序列 {fn} ，有 {Tfn} 收敛于 Tf ，则称 T 是连续的。容易证

明线性算子 T 是连续的当且仅当 T 是有界的。

引理 4.4.2. ∥T∥ = sup{|(Tf, g)| : ∥f∥, ∥g∥ ≤ 1} ，其中 f ∈ H1, g ∈ H2。

证明. 记 A = sup{|(Tf, g)| : ∥f∥, ∥g∥ ≤ 1}。
一方面，若 ∥T∥ ≤M ，则由 Cauchy–Schwarz 不等式，∥f∥, ∥g∥ ≤ 1 时，我们有

|(Tf, g)| ≤ ∥Tf∥ ∥g∥ ≤M∥f∥ ∥g∥ ≤M

因此 A ≤ ∥T∥。
另一方面，我们希望证明 ∥T∥ ≤ A ，即证对任意的 f ∈ H1 ，有 ∥Tf∥ ≤ A∥f∥。
若 f = 0 或 Tf = 0 ，这是显然成立的，以下考虑它们都不为零，则令

f ′ = f/∥f∥, g′ = Tf/∥Tf∥

此时有 ∥f∥ = ∥g∥ = 1 且由 A 的定义知 |(Tf ′, g′)| ≤ A ，于是我们有

A ≥ |(Tf ′, g′)| = |(Tf, Tf)|
∥f∥ ∥Tf∥

=
∥Tf∥
∥f∥

即得 ∥Tf∥ ≤ A∥f∥。
综上所述引理得证。该引理提供了一个刻画算子的范数的方法。
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4.4.2 线性泛函与 Riesz 表示定理

希尔伯特空间 H上的线性泛函 ℓ是一个 H到复数域 C上的线性映射。一个自然的
例子是对于固定的 g ∈ H ，我们定义 ℓ(f) = (f, g) 。显然 ℓ 是线性的，且根据 Cauchy–
Schwarz 不等式 |(f, g)| ≤ ∥g∥ ∥f∥ ，从而我们有 ∥ℓ∥ = ∥g∥ ，从而 ℓ 是连续的线性泛函。

事实上，这个例子从某种意义上给出了所有的线性泛函，即所谓的 Riesz 表示定理。

定理 4.4.3. 令 ℓ 为希尔伯特空间 H 上的连续线性泛函，则存在唯一的 g ∈ H 使得

ℓ(f) = (f, g) , ∀f ∈ H

且 ∥ℓ∥ = ∥g∥。

证明. 考虑如下定义的子空间

S = {f ∈ H : ℓ(f) = 0}

由于 ℓ 是连续的，故这是一个闭子空间，从而有 H = S ⊕ S⊥ 。若 S = H ，则 ℓ = 0

。此时取 g = 0 即可；若 S ̸= H ，则 S⊥ 非空。故可以选取 h ∈ S⊥ 且 ∥h∥ = 1 。令

g = ℓ(h)h ，我们断言 ℓ(f) = (f, g)。

事实上，令 u = ℓ(f)h− ℓ(h)f ，我们有 ℓ(u) = ℓ(f)ℓ(h)− ℓ(f)ℓ(h) = 0，从而 u ∈ S
。又因为 h ∈ S⊥ ，我们有 (u, h) = 0 ，展开有

0 = (ℓ(f)h− ℓ(h)f, h) = ℓ(f)(h, h)− (ℓ(h)f, h) = ℓ(f)(h, h)− (f, ℓ(h)h) = ℓ(f)− (f, g)

故 ℓ(f) = (f, g) ，且由 g 的构造知这样的 g 是唯一的，从而定理得证。

4.4.3 伴随算子

Riesz 表示定理的一个最直接的应用就是证明伴随算子的存在性。

定理 4.4.4. 令 T : H → H 是一个有界线性算子，则存在唯一的 H 上的有界线性算子
T ∗ 使得

1. (Tf, g) = (f, T ∗g)。

2. ∥T∥ = ∥T ∗∥。

3. (T ∗)∗ = T。

并称 T ∗ 为 T 的伴随算子。（可以直观理解为矩阵转置在无穷维的推广，但性质上也有

差异）



46 第四章 L2 空间与希尔伯特空间理论

证明. 对每个固定的 g ∈ H ，定义线性泛函 ℓg = (Tf, g) 。由 Cauchy–Schwarz 不等式
知 ℓg 是有界的。由 Riesz 表示定理，存在唯一的 hg ∈ H 使得 ℓg(f) = (f, hg) 。我们定

义 T ∗g = hg ，容易证明 T ∗ 满足性质 (1)。
对于 (2)，由引理 4.4.2 知

∥T∥ = sup{|(Tf, g)| : ∥f∥, ∥g∥ ≤ 1}

= sup{|(f, T ∗g)| : ∥f∥, ∥g∥ ≤ 1}

= ∥T ∗∥

对于 (3)，注意到

(Tf, g) = (f, T ∗g) = (T ∗g, f) = (g, (T ∗)∗f) = ((T ∗)∗f, g)

对所有的 f, g ∈ H 成立，从而 Tf = (T ∗)∗f 对所有 f 成立。

特别地，若 T = T ∗ ，则称 T 是一个对称算子。此时我们有

∥T∥ = sup{|(Tf, f)| : ∥f∥ = 1}

证明可以利用极化恒等式（对就是高中数学的那个极化恒等式的推广）

(Tf, g) =
1

4
[(T (f+g), f+g)− (T (f−g), f−g)+ i(T (f+ ig), f+ ig)− i(T (f− ig), f− ig)]

和 (Tf, f) 是实数这一事实（这是因为 (Tf, f) = (f, Tf) = (Tf, f) ），我们有

Re(Tf, g) = 1

4
[(T (f + g), f + g)− (T (f − g), f − g)]

接着应用平行四边形法则和引理 4.4.2 即可得到。

4.4.4 紧算子

我们知道在 Rn 中，紧集是和有界闭集等价的。然而这一点在无穷维线性空间中并

不成立。考虑如下的反例：

B = {f ∈ H : ∥f∥ ≤ 1}

即希尔伯特空间中的单位闭球，显然其是有界且闭的。然而我们取 H 中的一组规范正
交基 {en}∞n=1 ，对任意的 m ̸= n ，我们有 ∥em − en∥2 = 2 。这表明 {en} 不存在收敛子
列，故 B 不是列紧的，从而不是紧的。

定义 4.4.5. 设 X,Y 是两个赋范线性空间，T : X → Y 是线性算子，若 X 的任意有界

集在 Y 中的像的闭包为紧集，则称 T 是一个紧算子。

等价地说，T 是一个紧算子当且仅当只要 {fn} 是 X 中的有界序列，就存在子列

{fnk
} 使得 {Tfnk

} 收敛。
若 T 的值域是有限维的，则称 T 是有限秩的，显然有限秩算子一定是紧算子。
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性质 4.4.6. 设 T 希尔伯特空间 H 上的紧算子，则

1. 若 S 也是 H 上的紧算子，则 ST 和 TS 也是紧的。

2. 若 {Tn} 是一列紧算子，且存在线性算子 T 使得 limn→∞ ∥Tn − T∥ = 0 ，则 T 也

是紧的。

3. 若 T 是紧算子，则存在有限秩的算子列 {Tn} 使得 limn→∞ ∥Tn − T∥ = 0。

4. T 是紧的当且仅当 T ∗ 是紧的。

证明. 对于 (1)，注意到一个紧算子是有界的，所以是连续的，进而若 {Tfnk
} 收敛，则

{STfnk
} 收敛。这表明 ST 是紧的，同理 TS 也是紧的。

对于 (2)，我们利用对角线方法证明。设 {fk} 是 H 上的一个有界序列，由于 T1

是紧的，故可以选取 {fk} 的子列 {f1,k}∞k=1 使得 {T1f1,k} 收敛。同理可以在 {f1,k}∞k=1

中选取子列 {f2,k}∞k=1 使得 {T2f2,k} 收敛。以此类推，对每个 n ，我们可以得到序列

{fn,k}∞k=1 ，满足 {Tnfn,k} 收敛且每一个序列都是上一个序列的子列。令 gk = fk,k ，则

由 limn→∞ ∥Tn − T∥ = 0 知存在 m 使得 ∥Tm − T∥ < ε/3 ，同时存在充分大的 k, l 使得

∥Tm(gk)− Tm(gl)∥ < ε/3 。从而对充分大的 k, l 我们有

∥T (gk)− T (gl)∥ ≤ ∥T (gk)− Tm(gk)∥+ ∥Tm(gk)− Tm(gl)∥+ ∥Tm(gl)− T (gl)∥ < ε

所以 {T (gk)} 是柯西列，从而收敛，这就证明了 T 是紧算子。

对于 (3) 取 H 中的一组规范正交基 {ek}∞k=1 ，定义 Pn 为到 {ek}k>n 张成的子空间

的正交投影，即

若f =
∞∑
k=1

akek, 则Pn(f) =
∞∑

k=n+1

akek

显然 ∥PnT∥ 关于 n 单调递减。我们断言当 n → ∞ 时，∥PnT∥ → 0 。采用反证法，若

不然，则存在某个 c > 0 ，使得 ∥PnT∥ ≥ c 恒成立。由算子范数的性质，对每个 n ，存

在函数 ∥fn∥ = 1 且 ∥PnTfn∥ ≥ c 。因为 T 是紧算子，故对序列 {fn} 存在收敛的子列
{Tfnk

} 。假设 Tfnk
→ f ，我们考虑估计 ∥Pnf∥ 的大小。

一方面，由 Pn 的定义显然有 limn→∞ ∥Pnf∥ = 0。

另一方面，我们有

∥Pnk
f∥ = ∥Pnk

Tfnk
− Pnk

T (fnk
− f)∥ ≥ ∥Pnk

Tfnk
∥ − ∥Pnk

T (fnk
− f)∥ ≥ c− ε

这和 limn→∞ ∥Pnf∥ = 0 矛盾！所以 ∥PnT∥ → 0。考虑算子 Tn = (I − Pn)T ，其中 I 为

恒等算子。显然每个 Tn 都是有限秩的，而且

lim
n→∞

∥Tn − T∥ = lim
n→∞

∥ − PnT∥ = 0

从而 (3) 得证。
对于 (4)，沿用 (3) 中的 Pn ，考虑有限秩的算子 Tn = T ∗(I − Pn) ，则

lim
n→∞

∥Tn − T ∗∥ = lim
n→∞

∥ − T ∗Pn∥ = lim
n→∞

∥(PnT )
∗∥ = lim

n→∞
∥PnT∥ = 0

再由 (2) 知，T ∗ 也是紧算子，从而 (4) 得证。
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4.4.5 对角化与谱定理

接下来我们引入无穷维对角化的概念：

定义 4.4.7. 设 {φk}∞k=1 是希尔伯特空间 H 的一组正交基。若线性算子 T 满足 Tφk =

λkφk ，则称 T 是关于 {φk}∞k=1 可对角化的，λk 是对应的特征值（像是矩阵对角化在无

穷维的推广）。此时若 f ∼
∑
akφk ，则 Tf ∼

∑
akλkφk。

和有限维的情形类似，我们有如下的一些简单结论：

1. ∥T∥ = sup
k

|λk|。

2. T 是对称算子当且仅当其所有特征值都是实的。

3. T 是酉算子当且仅当所有特征值的模长为 1。

4. T 是正交投影当且仅当所有的特征值等于 0 或 1。

我们知道在有限维线性空间中，实对称矩阵有一个非常良好的性质——正交对角

化，即对实对称矩阵 A ，存在正交矩阵 T 使得 T−1AT = I 。那么我们自然会问，这个

结论是否可以推广到无穷维的情形，即对于对称的线性算子，其是否也可被对角化呢？

接下来我们证明紧对称算子的情形，至于一般的对称算子将放在后面进行更深入的讨

论。

定理 4.4.8 (谱定理). 设 T 是希尔伯特空间 H 上的一个紧对称算子，则存在 H 中一
组由 T 的特征向量构成的正交基 {φk}∞k=1 。此外如果 Tφk = λkφk ，则 λk ∈ R 且
limk→∞ λk = 0 。换言之，T 的特征值都是实的且趋近于 0 。反之，任何可以写成上述

形式的算子都是紧且对称的。

证明. 首先证明几个引理，看看这里的紧和对称分别提供了什么性质。

引理 4.4.9. 如果 T 是有界且对称的线性算子，则 T 的特征值是实的，且对应不同特征

值的特征向量正交。

证明. 证明思路和有限维的类似，假设 Tf = λf ，则由对称算子的性质

λ(f, f) = (Tf, f) = (f, Tf) = λ(f, f)

这表明 λ 是实的。

再假设 Tf1 = λ1f1 , T f2 = λ2f2 且 λ1 ̸= λ2 ，则由

λ1(f1, f2) = (Tf1, f2) = (f1, T f2) = λ2(f1, f2)

从而 (f1, f2) = 0 ，即 f1, f2 正交。
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引理 4.4.10. 如果 T 是紧算子，则对于任意的 λ ̸= 0 ，λI − T 的零空间是有限维的。

且 T 的不同特征值对应的特征向量张成的线性空间是有限维的。

证明. 用反证法证明第一个结论。若不然，则 λI − T 的零空间中存在一组标准正交基

{ϕk}∞k=1 ，由于 T 是紧算子，故存在子列 {ϕnk
}∞k=1 使得 {Tϕnk

}∞k=1 收敛。然而对任意

的 i ̸= j 有

∥Tϕni
− Tϕnj

∥ = ∥λϕni
− λϕnj

∥ =
√
2λ

矛盾！从而 λI − T 的零空间是有限维的。同理也可以这样证明第二个结论。

现在回到谱定理的证明，T 是对称的，故由引理 4.4.9 ，(Tf, f) 是实数。根据 ∥T∥
的刻画

∥T∥ = sup{|(Tf, f)| : ∥f∥ = 1}

我们有 ∥T∥ = sup{(Tf, f) : ∥f∥ = 1} 或 −∥T∥ = inf{(Tf, f) : ∥f∥ = 1} 。如果是前一
种情形，我们断言 ∥T∥是 T 的一个特征值。记 ∥T∥ = λ，我们可以选取序列 {fn}使得
∥fn∥ = 1 , (Tfn, fn) → λ 以及 {Tfn} → g。（最后一点由 T 是紧算子保证）此时我们有

∥Tfn − λfn∥2 = ∥Tfn∥2 − 2λ(Tfn, fn) + λ2∥fn∥2

≤ λ2∥fn∥2 − 2λ(Tfn, fn) + λ2∥fn∥2

= 2λ(λ− (Tfn, fn))

这表明 Tfn → λfn ，进而 λfn → g 。又因为 T 是连续的线性算子，所以 T (λfn) =

λTfn → λg 。综上我们可以得到 Tg = λg ，即 g 是 T 的一个特征向量，λ = ∥T∥ 是对
应的特征值。

对应第二种情形，同理也有 −∥T∥ 是 T 的一个特征值。

现在我们记 S 为 T 的所有特征向量张成的线性子空间的闭包，由刚刚的论述知，S
非空。如果 S 是 H 的真子空间，则 S 的正交补 S⊥ 非空。容易看出 S 和 S⊥ 对变换 T

都是封闭的，且 T 在其上的限制 T1, T2 也是紧且对称的。重复 ∥T∥ 是 T 的一个特征值

的论述可知 ∥T2∥ 是 T2 的特征值，故 S⊥ 中存在 T2 的特征向量 g′ 。g′ 自然也是 T 的

一个特征向量，这和 S 的定义矛盾！从而 S 不是 H 的真子空间，即 S = H ，从而 T

的特征向量构成了 H 上的一组规范正交基。且由引理 4.4.10 知 T 的特征值都为实的且

趋近于 0。

综上所述，谱定理得到了证明。

反之若一个线性算子 T 满足以上性质，显然 T 是对称的。再考虑 Tn =
n∑

k=1

λkφk ，

则由 φn → 0 知 Tn → T 且每个 Tn 是紧的，从而 T 也是紧的。
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