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第一章 p 进数基础

1.1 绝对赋值与超度量空间

1.1.1 导言

什么？…9999=-1？？
∑∞

k=1 5
k−1 = −1

4
？？所有的三角形都是等腰三角形？每一个开

球都是闭集？？有理数集 Q 完备化得到的可以不是 R？？
这些看似非常反直觉的结论，在本篇文章的主角——p-adic 数（p 进数）的背景下

都是成立的，现在我们正式走入 p 进数的世界 ~

1.1.2 p 进赋值与域上的绝对赋值

定义 1.1. 对于给定的素数 p，在 Q 上定义范数 ‖ · ‖p : Q → R≥0 ，对任意的 x ∈ Q\{0}
，有

‖x‖p = p−vp(x).

这里的 vp(x) 指的是整数 x 的素因子分解时 p 的幂次，并延拓至有理数：对于 x =
a
b
(a, b ∈ Z) 有 vp(x) = vp(a)− vp(b) 。同时约定 ‖0‖p = 0 ，称上述范数为 p 进赋值。

直观上讲，对固定的 p，‖x‖p 越小意味着其被 p整除的次数越高。根据定义，我们

能够感觉到如上定义的范数和数论中的一些性质应该是密切相关的，我们将在之后的文

章里阐述这一点（目前还得做一些准备工作）。现在我们考虑该范数的一些性质：

(1)‖x‖p = 0 ⇐⇒ x = 0

(2)‖x‖p‖y‖p = ‖xy‖p

(3)‖x+ y‖p ≤ max{‖x‖p, ‖y‖p}

这里 (1)(2)都是自然的，性质 (3)可以通过初等数论里的一个简单结论 vp(x+ y) ≥
min{vp(x), vp(y)}得出。这是一个比一般的三角不等式更强的结论，在这样的范数下，两
个数之和的“长度”不会超过这两个数中“长度”更大的那个。在这样的度量空间中，会

出现许多与我们平常习惯的绝对值度量完全不同的性质。

2



此外，若 vp(x) 6= vp(y) ，则 vp(x+ y) = min{vp(x) + vp(y)} ，从而我们可以加上第
(4) 条性质：

(4)若‖x‖p 6= ‖y‖p,则‖x+ y‖p = max{‖x‖p, ‖y‖p}

事实上，前三条性质蕴含了 (4)，我们后面将在更一般的情形下证明这一点。
接下来我们可以解答导言中的前两个等式了。这两个等式左边都可以看作无穷求

和，故可以通过求部分和再取极限的方式定义，我们断言在刚刚定义的范数 ‖ · ‖的意义
下，左边确实可以收敛至右边。例如取 p = 5 ，考虑级数

∑∞
k=1 5

k−1 ，其部分和定义为

SN =
N∑
k=1

5k−1 =
1− 5N

1− 5
=

5N − 1

4

从而

‖SN − (−1

4
)‖5 = ‖5

N

4
‖5 = 5−N

这说明对任意的 ε > 0 ，存在 N0 > − log5 ε ，使得 N > N0 时有

‖SN − (−1

4
)‖5 = 5−N < ε

由极限的定义，我们可以说级数
∑∞

k=1 5
k−1 在 ‖ · ‖∞ 范数意义下收敛至 −1

4
！至于在这

种范数下的级数的性质和收敛的意义，我们将在之后的文章中深入研究。

接下来我们考虑将 p 进赋值推广至更一般的情形。

定义 1.2. 设 k 是任意的一个域（这里为什么要强调是域？因为后面我们将要以代数的
视角去研究），称 k 上的一个函数

| · | : k → R≥0

为绝对赋值的，如果其满足以下条件：

(1) 对任意的 x ∈ k ，|x| = 0 ⇐⇒ x = 0

(2) 对任意的 x, y ∈ k ，|xy| = |x||y|

(3) 对任意的 x, y ∈ k ，|x+ y| ≤ |x|+ |y|

若进一步地，该绝对赋值满足 |z + y| ≤ max{|z|, |y|} ，则称其是一个非阿基米德赋值。
可以看出这对应着 p 进赋值中的强三角不等式（也叫超度量不等式），也是一条比 (3)
更强的性质。若一个绝对赋值仅仅满足前三条而不满足强三角不等式，则称其为阿基米

德赋值（我们日常所习惯的绝对值计算就属于这种情形）。

至于这里的定义为什么和阿基米德有关，我们可以回忆起实数理论中的阿基米德性

质：对于任意的 z, y ∈ R ，存在正整数 n ，使得 |nz| > |y| 。直观来讲就是一个数是可

3



以“越加越大”的。然而可以看出这个性质在满足超度量不等式的绝对赋值里是不成立

的，因为这里的数“越加越小”。在这种赋值里，很多性质都和我们平常所习惯的绝对

值完全不同，一些性质甚至会违反直觉、颠覆认知。不过在熟悉这种赋值的过程中，我

们会逐渐感到它们的精妙之处。

我们接着考察非阿基米德赋值的一些性质。

命题 1.1. 对于域 k 上的一个绝对赋值，则以下几条性质是等价的：

(1) 对任意的 z, y ∈ k ，|z + y| ≤ max{|z|, |y|}

(2) 对于任意的正整数 n ，|n · 1| ≤ 1 （这里的 n · 1 指的是 n 个乘法单位 1 相加）

(3) 对于任意的 z ∈ k ，|z + 1| ≤ max{|z|, 1}

(4) 若 |z| 6= |y| ，则 |z + y| = max{|z|, |y|}

证明. (1) ⇒ (2) 是显然的；

(2) ⇒ (3) ：对任意的正整数 m ，和 z ∈ k ，我们有

|z + 1|m = |(z + 1)m| =

∣∣∣∣∣
m∑
k=0

(
m

k

)
zk

∣∣∣∣∣ ≤
m∑
k=0

∣∣∣∣(mk
)∣∣∣∣ |z|k = m∑

k=0

|
(
m

k

)
· 1||z|k ≤

m∑
k=0

|z|k

若 |z| > 1 ，则
∑m

k=0 |z|k ≤ (m+ 1)|z|m ；若 |z| ≤ 1 ，则
∑m

k=0 |z|k ≤ m+ 1 ，从而

|z + 1|m ≤
m∑
k=0

|z|k ≤ (m+ 1)max{1, |z|m}

两边同时开 m 次方有 |z + 1| ≤ m
√
m+ 1max{1, |z|} ，再令 m → ∞ 即得

|z + 1| ≤ max{|z|, 1}

这便证明了 (3)。
(3) ⇒ (4) ：不妨设 |z| > |y| ，则

|z + y| = |z|
∣∣∣1 + y

z

∣∣∣ ≤ |z|max
{
1,
∣∣∣y
z

∣∣∣} = max{|z|, |y|} = |z|

另一方面，由于 z = (z + y)− y ，故

|z| = |(z + y)− y| = |z + y|
∣∣∣∣1− y

z + y

∣∣∣∣ ≤ |z + y|max
{
1,

∣∣∣∣ y

z + y

∣∣∣∣} = max{|z + y|, |y|}

又因为 |z| > |y| ，所以 |z| ≤ |z + y| ，进而我们得到了 |z + y| = |z| ，这就证明了 (4)。
(4) ⇒ (1) ：若 |z| 6= |y| ，则 |z + y| = max{|z|, |y|} ≤ max{|z|, |y|} ；若 |z| = |y| ，

我们用反证法，假设 |z + y| > |z| ，则 |z + y| > | − z| ，故由 (4) 的性质

|y| = |(z + y) + (−z)| = |z + y|

这和 |z| = |y| < |z + y| 矛盾！从而 |z + y| ≤ |z| ，即 |z + y| ≤ max{|z|, |y|} 。这便证明
了 (1)。

综上所述，命题得证。
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这说明只要上述四条性质任意一条得到证明，便可以说该赋值是非阿基米德的，且

剩下三条性质也成立。

同时我们可以在 k 上定义度量 d(x, y) = |x− y| 。若绝对赋值是非阿基米德的，我
们称配备了该度量的空间为超度量空间（(k, d) ）。在超度量空间中，有一个比较神奇的
性质是：

命题 1.2. 在超度量空间中，所有的三角形都是等腰三角形。即对任意的 x, y, z ∈ k

d(x, y), d(y, z), d(z, x)

这三个值至少有两个相等。

证明. 若 d(x, y) = d(y, z) ，则命题自动成立；若 d(x, y) 6= d(y, z) ，则

d(x, z) = |(x− y) + (y − z)| = max{d(x, y), d(y, z)}

综上所述命题成立。

1.1.3 超度量空间上的拓扑性质

在超度量空间上，我们可以定义度量诱导的拓扑，这里的拓扑结构和 R 上的标准
拓扑有非常大的区别。

定义 1.3. 在度量空间 (k, d) 上，我们按如下方式定义开球和闭球：

B(a, r) = {x ∈ k : d(x, a) < r}, B(a, r) = {x ∈ k : d(x, a) ≤ r}

称集合 U ⊂ k 为 k 上的开集，如果对任意的 z ∈ U ，存在 ε > 0 ，使得 B(x, ε) ⊂ U

（这其实是我们熟知的定义）。若集合 F ⊂ k 在 k 上的补集为开集，则称 F 为 k 上的闭
集。

在 R 上的标准拓扑中，我们熟知开球（开区间）是开集，闭球是闭集，B(a, r) 就

是 B(a, r) 的闭包。然而在超度量空间上，开球的闭包并不一定等于对应的闭球，甚至

每一个开球和闭球既是开集又是闭集！

命题 1.3. 在超度量空间 (k, d) 上有如下拓扑性质：

(1) 若 b ∈ B(a, r)，则 B(a, r) = B(b, r)（这说明开球里的任意一点都是开球的球心）。

(2) 若 b ∈ B(a, r) ，则 B(a, r) = B(b, r) 。这里的证明和 (1) 是类似的。

(3) 开球 B(a, r) 是既开又闭的，进而其边界为空集。

(4) 若 r 6= 0 ，则 B(a, r) 是既开又闭的。这里的证明和 (3) 是类似的。
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(5) 若 a, b ∈ k, r, s ∈ R+ ，则 B(a, r) ∩ B(b, s) 6= ∅ 当且仅当 B(a, r) ⊂ B(b, s) 或

B(b, s) ⊂ B(a, r) 。换句话说，两个开球要么不交，要么其中一个被另一个完全包

含。若把两个开球都换成闭球，结论也是一样的。

证明. (1) 对任意的 x ∈ B(a, r) ，有 d(a, x) < r ，从而

d(b, x) ≤ max{d(a, x), d(a, b)} < r

故 B(a, r) ⊂ B(b, r)。反过来对任意的 x ∈ B(b, r) ，有 d(b, x) < r ，从而

d(a, x) ≤ max{d(b, x), d(a, b)} < r

故 B(b, r) ⊂ B(a, r) ，进而有 B(a, r) = B(b, r) 。我们也可以看到强三角不等式在证明

中发挥的作用。

(3) 只需证明 k\B(a, r) 是开集即可。取 y /∈ B(a, r) ，则 d(a, y) ≥ r ，取 ε = r ，

我们断言 B(y, ε) ⊂ k\B(a, r) 。事实上，对任意的 z ∈ B(y, ε) ，有 d(y, z) < ε = r。若

z ∈ B(a, r) ，则 d(a, z) < r ，从而

d(a, y) ≤ max{d(a, z), d(z, y)} < r

矛盾。因此 z ∈ k \ B(a, r) ，这就证明了 B(y, ε) ⊂ k \ B(a, r) ，故 k \ B(a, r) 是开集，

进而 B(a, r) 是闭集。

(5) 若 r ≤ s ，且存在 c ∈ B(a, r) ∩B(b, s) ，则由性质 (1) 我们可以得到

B(a, r) = B(c, r) ⊂ B(c, s) = B(b, s)

若 r > s ，同理有 B(b, s) ⊂ B(a, r) 。这就证明了 (5)。

在研究进一步的拓扑性质前，我们看一些具体的例子。假设在有理数集 Q 上赋予 p

进度量 | · |p ，考虑
B(0, 1) = {z : |z|p < 1}

这表示最简形式中，分子被 p 整除的所有有理数。此外可以注意到

B(0, 1) =

p−1⋃
k=0

B(kp, 1/p)

这是 p 个开球的不交并，每一个小球也可以继续分解。我们发现这里似乎蕴含着一种和

康托三分集类似的分形结构！下面我们要研究的拓扑性质也与其有关系。

我们回忆一下不连通集的概念。

定义 1.4. 设 (X, τ ) 是拓扑空间，S ⊂ X ，若存在 X 中的开集 U, V 满足

(1) U ∩ S 6= ∅, V ∩ S 6= ∅
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(2) U ∩ V ∩ S = ∅

(3) S ⊂ U ∪ V

则称 S 是不连通的。进一步，若 X 上的连通子集仅有单点集（严谨一些的话也可以把

空集算上去），则称 X 是完全不连通的。

我们熟知 Q 在标准拓扑下是完全不连通的，而 R 是连通的。现在我们考虑超度量
空间 (k, d)。

定理 1.1. 若域 k 上配备了超度量距离，则 k 在该距离诱导的拓扑下是完全不连通的。

证明. 设 S 是 k 的子集，若 S 包含两个不同的点 x, y ，则记 r = d(x, y) > 0 ，并考虑

U = B(x, r) 和 V = k \B(x, r) ，易知它们是开集。显然有 x ∈ U, y ∈ V ，这表明 U, V

都是非空开集，所以 S 是不连通的，进而 k 是完全不连通的。

回忆起康托尔三分集也是完全不连通的，在之后的文章里我们将讨论其与 p进数域

Qp 的联系（埋个坑）。

最后我们以一个有用的推论结束本文。

推论 1.1. 设 k 是超度量空间，R 是配备了通常的绝对值的实数集，f : R → k 是一个连
续函数，则必有 f 是常值函数。

证明. 只需要利用连续函数的性质：f 把连通集映射成连通集，又因为 k 上的非空连通
集只能是单点集，故 f 是常值函数，得证！

（p 进分析真的好有意思！）

1.2 有理数 Q 的完备化与 Ostrowski 定理
本篇文章我们考虑 p 进分析中第一个核心问题——有理数集 Q 有哪些完备化方式，

以及具体是如何完备化的。

1.2.1 度量空间的完备化

我们首先回顾一下 Q 是如何通过完备化得到 R 的：令 Q 配备通常的绝对值度量，
记 Q 中在该度量下的所有柯西列的集合为 C(Q)，即

C(Q) = {{zn} ⊂ Q : {zn}是柯西列}

在 C(Q) 上赋予如下的等价关系：

[zn] ∼ [yn] ⇐⇒ lim
n→∞

|zn − yn| = 0
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容易验证这的确是一个等价关系。接着我们令 Q̂ 为这些等价类构成的集合，定义其上
的度量为

d([zn], [yn]) = lim
n→∞

|zn − yn|

这里的 [zn], [yn] 指的是分别以 {zn}, {yn} 为代表元的等价类。
这个 Q̂ 看上去和我们想象中的 R 相去甚远，我们想象中的 R 更接近于戴德金分割

构造出的，然而实际上它们是等距同构（存在一个保持距离不变的双射）的，这里就不

展开写了。

更一般地，对任意一个度量空间 X，我们都可以类似上文在柯西列集合上定义等价

关系的方法将 X 完备化得到 X̂ ，且 X̂ 在等距同构意义下唯一。此外存在一个等距嵌

入 φ : X → X̂ 使得 φ(X) 在 X̂ 中稠密（例如 Q 在 R 中稠密）。
我们对上述对度量空间完备化的方法做出如下的观察：

(1) 度量空间的完备化是由其配备的度量（赋值）决定的，配备了不同的度量可能导
致完备化的空间有不同的结构。这启发我们寻找 Q 上不同的度量，可能会得到与
R 完全不同的完备化空间。

(2) 这种完备化的方法是一种“抽象”的构造方法，它保证了完备化的可行性、唯一性
和原空间的稠密性，但是难以揭示某个特定的完备化之后的空间的具体性质，完

备化之后的空间到底多了哪些东西？这个时候我们就需要一些具体的构造方法对

其进行进一步的研究，例如通过戴德金分割构造无理数、通过定义勒贝格积分得

到 Lp 空间等。在之后对 p 进数域的研究中，我们也会用 p 进级数的形式刻画里

面的每一个元素。

有了这两点作为动机，我们继续研究 Q 的完备化。

1.2.2 Q 上的赋值类型

Q 上的绝对赋值有无穷多种，我们得先进行一次简单的分类，看看哪些赋值是“相
似”的。

定义 1.5. 称 Q 上两个绝对赋值 | · |1 和 | · |2 是等价的，如果它们在 Q 上诱导了相同的
拓扑。换言之，Q 的子集 U 在 | · |1 诱导的拓扑下是开集当且仅当 U 在 | · |2 诱导的拓
扑下是开集。

这样定义之后我们可以保证 Q 在这两种赋值下得到的完备化空间具有相同的拓扑
结构。

上述的定义有如下几条等价定义：

(1) Q 上的序列 {xn} 在度量 d1 下收敛到 x ⇐⇒ 在度量 d2 下收敛到 x。

(2) 对任意的 x ∈ Q ，|x|1 < 1 ⇐⇒ |x|2 < 1。
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(3) 存在正实数 α ，使得 |x|1 = |x|α2 对一切 x ∈ Q 成立。

等价性的证明. (3) ⇒ (1)：序列收敛到 0 可以等价的叙述为对任何包含 0 的开集 U ，

{xn} 中只有有限项不在 U ，而等价的赋值诱导了相同的拓扑，故得证。

(1) ⇒ (2)：若 |x|2 < 1 ，则序列 xn 在度量 d2 下收敛到 0。由 (1) 序列在度量 d1 下

也收敛到 0，这表明 |x|1 < 1。同理若 |x|2 > 1 ，也有 |x|1 > 1 ，故得证。

(2) ⇒ (3)：这是唯一一个比较难证明的方向。首先若 | · |1 是平凡的（非零点的赋值
都为 1），则 | · |2 也是平凡的，反之亦然。此时任取一个正实数 α 都成立。

以下考虑它们都是非平凡的赋值。此时存在 y 使得 |y|1 6= 1。对任意的 x 6= 0 和正

整数 m,n ，注意到

|x|1 < |y|
m
n
1 ⇐⇒

∣∣∣∣ xn

ym

∣∣∣∣
1

< 1 ⇐⇒
∣∣∣∣ xn

ym

∣∣∣∣
2

< 1 ⇐⇒ |x|2 < |y|
m
n
2 .

两边取自然对数有
ln |x|1
ln |y|1

<
m

n
⇐⇒ ln |x|2

ln |y|2
<

m

n
.

若 ln |x|1
ln |y|1 6= ln |x|2

ln |y|2 ，不妨设
ln |x|1
ln |y|1 > ln |x|2

ln |y|2 ，则根据有理数的稠密性存在有理数
m
n
，使得

ln |x|1
ln |y|1

>
m

n
>

ln |x|2
ln |y|2

,

矛盾！从而对任意的 x ，都有 ln |x|1
ln |y|1 = ln |x|2

ln |y|2 ，记 α = ln |y|1
ln |y|2 ，则 |x|1 = |x|α2 ，得证！

接着我们证明一个非常优美且重要的定理，它告诉我们 Q 上的绝对赋值可以分为
两类，从而也只有这两条完备化的方向。

定理 1.2 (Ostrowski). Q 上的非平凡赋值要么和 | · |∞ （即通常的绝对值）等价，要么
和某个 | · |p 等价（其中 p 为素数）。

证明. 根据绝对赋值的乘性和定义中的 (3)，我们只需证明在 Z 上等价，即对任意的
n ∈ Z ，有 |n| = |n|α∞ 或者 |n| = |n|αp 。

情形一：该赋值是阿基米德赋值。我们记 n0 是满足 |n| > 1 的最小正整数（n0 的

存在性可由阿基米德性质保证），同时存在 α > 0 使得 |n0| = nα
0 。

接下来对任意的正整数 n ，我们考虑 n 的 n0 进制展开：

n =
k∑

j=0

ajn
j
0, 0 ≤ aj < n0, ak 6= 0.

则由三角不等式

|n| =

∣∣∣∣∣
k∑

j=0

ajn
j
0

∣∣∣∣∣ ≤
k∑

j=0

|aj||n0|j ≤
k∑

j=0

|n0|j <
n
(k+1)α
0

nα
0 − 1

.
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令 C =
nα
0

nα
0−1
，则 |n| ≤ Cnkα

0 ≤ Cnα ，于是对任意的正整数 N ，有 |nN | ≤ CnNα 。两

边开 N 次方根得到 |n| ≤ N
√
C nα ，从而令 N → ∞ 得 |n| ≤ nα 。

另一方面，由于 n
(k+1)
0 > n ≥ nk

0 ，所以 n
(k+1)α
0 = |n(k+1)

0 | ≤ |n|+ |n(k+1)
0 − n| ，进

而有

|n| ≥ n
(k+1)α
0 − |nk+1

0 − n| ≥ n
(k+1)α
0 − (nk+1

0 − n)α > C ′nα.

于是同理有 |n| ≥ nα ，这说明 |n| = nα ，从而该赋值和通常的绝对值 | · |∞ 等价。
情形二：该赋值是非阿基米德赋值，则对任意的正整数 n ，有 |n| ≤ 1 。由于该赋

值非平凡，故存在一个最小的 n0 满足 |n0| < 1 。

我们断言 n0 必然是某个素数 p ，事实上若 n0 = ab ，1 < a, b < n0 ，则由 n0 的最

小性，|a| = |b| = 1 ，但此时 |n0| = |a||b| = 1 ，矛盾！这就证明了 n0 必然是某个素数 p

。

再证明对任意的不被 p整除的整数 n，作带余除法 n = rp+ s，其中 1 ≤ s ≤ p− 1

。由于 |rp| = |r||p| ≤ |p| < 1 ，|s| = 1 ，结合强三角不等式有

|n| = |rp+ s| = max{|rp|, |s|} = 1.

最后对任意的 n ∈ Z ，将 n 写成 n = pvp(n) · n′ ，其中 p ∤ n′ ，则

|n| = |p|vp(n) = (p−α)vp(n) = |n|αp ,

这里 α 满足 p−α = |p| < 1 ，故 α 是正实数，从而该赋值和 p 进赋值 | · |p 等价。
综上所述，定理得证！

若我们在 Q 上定义 p 进赋值 | · |p ，则可以通过柯西列对 Q 完备化得到 Qp 。

1.3 细探 Qp

1.3.1 Qp 中的元素组成

在通过 p-adic对 Q完备化得到 Qp 后，我们自然关心 Qp 的元素构成及其上面的结

构。接下来我们用分析和代数两种视角进行探究。

首先我们定义 p-adic 整数环：

Zp = {x ∈ Qp : |x|p ≤ 1}

容易看出这是一个主理想整环，且 (p) 是其唯一的极大理想，从而 Zp 在 p 处的局部化

就是 Zp 的分式域，即

Zp[1/p] = Frac(Zp) = Qp

这表明对任意的 x ∈ Qp ，其可被唯一写成 u
pm
的形式，其中 m ≥ 0, u ∈ Zp
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我们考虑 p-adic 度量下的嵌入映射 Z ↪→ Zp ，其在 Zp 中有稠密的像，即对于任意

的 x ∈ Zp 和 n ≥ 1 存在模 p 意义下唯一的整数 α 使得 |x− α|p ≤ p−n （这由 Q 在 Qp

中稠密可以得出)。从而有推论：
对任意的 x ∈ Zp ，存在柯西列 {xn}收敛于 x，这里 {xn}满足 xn+1 ≡ xn (mod pn)

且每个 xn 在模 pn 意义下唯一。这便以分析的视角刻画了 Zp 。

接下来我们考虑如下的投射系统：集簇 {An} 和投影同态 φm,n 。其中 An = Z/pnZ
，φm,n 定义为自然同态，即 m ≥ n 时，有

φm,n : Am → An, x (mod pm) 7→ x (mod pn)

容易验证 φn,n = idAn ，且对任意的 m ≥ n ≥ l 有 φm,l = φm,n ◦ φn,l ，于是我们可以定

义该投射系统的极限（也叫逆向极限）为：

Zp = lim
←

Z/pnZ = {{xn} ∈
∏
n≥1

An : φn,m(xn) = xm}

（这里逆向极限的定义在之后的无穷 Galois 理论里也会遇到）
这里定义出来的 Zp 中的元素恰好对应着上面提及的柯西列 {xn} ，从而这两种对

Zp 的刻画是一致的。这也表明对每一个 x ∈ Zp ，其可被唯一表示成如下 p-adic 级数的
形式：

x =
∞∑
n=0

anp
n, 0 ≤ an ≤ p− 1

最后因为 Qp = Zp[1/p] ，所以对每一个 x ∈ Qp ，其可被唯一写成如下的形式：

x =
∞∑

n=−k

anp
n, 0 ≤ an ≤ p− 1

1.3.2 Hensel 引理

在给出了 Qp 中元素的表示形式后，我们接着考虑如何判断一个元素是否在 Qp 中，

比如
√
2 是否在 Q7 中。注意这里的

√
2 和我们平常所认为的

√
2 不同，而指的是多项

式 x2 − 2 的根。在 R 中解这个方程自然得到实数
√
2 ，那么在 Q7 中是否也有根呢？这

就需要用到一个强有力的工具——Hensel 引理。

定理 1.3 (Hensel 引理). 设 f(x) ∈ Zp[x] ，若存在 α0 ∈ Zp 使得

f(α0) ≡ 0 (mod p), f ′(α0) 6≡ 0 (mod p)

则存在唯一的 α ∈ Zp 使得 f(α) = 0 ，且 α ≡ α0 (mod p)。

证明. 我们构造按如下的递推序列 {αn}

αn+1 = αn −
f(αn)

f ′(αn)
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并用数学归纳法证明对任意的 n ≥ 0，有 f(αn) ≡ 0 (mod pn+1)且 f ′(αn) 6≡ 0 (mod p)。

归纳的初始条件是自动成立的，现假设对 n成立，记 hn = − f(αn)
f ′(αn)

，则 vp(hn) ≥ n+1

，于是有 αn+1 ≡ αn (mod pn+1) ，所以 f ′(αn+1) 6≡ 0 (mod p) 。接着考虑 f(αn+1) 在

αn 处的泰勒展开，有

f(αn + hn) = f(αn) + f ′(αn)hn + h2
nQ

其中 Q =
∑deg f

i=2 f (i)(αn)h
i−2
n ∈ Zp ，将 hn = − f(αn)

f ′(αn)
代入得 f(αn+1) = h2

nQ ，注意到

vp(h
2
nQ) ≥ 2vp(hn) ≥ 2(n+ 1) ≥ n+ 2

所以有 f(αn+1) ≡ 0 (mod pn+2) 。由归纳假设，我们构造出来的序列 {αn} 是一个 Zp

中的柯西列，从而存在唯一的 α ∈ Zp 使得 αn → α 。又因为 |f(αn)|p ≤ p−(n+1) ，所以

令 n → ∞ 即可得到 f(α) = 0 。

这便证明了 Hensel 引理。回到
√
2 是否在 Q7 中这个问题，令 f(x) = x2 − 2 ，则

f(3) ≡ 0 (mod 7), f ′(3) 6≡ 0 (mod 7)

由 Hensel 引理，
√
2 ∈ Z7 ，进而也在 Q7 中。

我们注意到这里 {αn} 的构造和求 R 上方程的近似解时所用的牛顿切线迭代法是
类似的，每一次迭代都可以提高近似解的精度，从而逼近精确解。

此外这里的 Hensel 引理并不是一个判断解是否存在的充分必要条件。例如考虑
f(x) = xp − 1 ，此时 f ′(x) = pxp−1 ≡ 0 (mod p) ，但是显然 1 ∈ Qp 且 f(1) = 0 。事实

上我们可以将 Hensel 引理稍加修改得到如下的版本：

定理 1.4 (推广版本). 设 f(x) ∈ Zp[x] ，若存在 α0 ∈ Zp 使得

|f(α0)|p < |f ′(α0)|2p

则存在唯一的 α ∈ Zp 使得 f(α) = 0 ，且 |α− α0|p ≤
|f(α0)|p
|f ′(α0)|p

。

证明. 此时和经典版本类似，令 hn = − f(αn)
f ′(αn)

，利用数学归纳法，假设已经有

|f(αn)|p < |f ′(αn)|2p , |f ′(αn)|p = |f ′(α0)|p

则

|hn|p =
|f(αn)|p
|f ′(αn)|p

<
|f ′(αn)|2p
|f ′(αn)|p

= |f ′(αn)|p

对 f ′(αn+1) 在 αn 处进行泰勒展开有

|f ′(αn+1)− f ′(αn)|p ≤ |hn|p < |f ′(αn)|p
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这表明 |f ′(αn+1)|p = |f ′(αn)|p = |f ′(α0)|p 。同时对 f(αn+1) 在 αn 处进行泰勒展开有

|f(αn+1)|p ≤ |hn|2p ≤
|f(αn)|2p
|f ′(αn)|2p

< |f(αn)|p

进而得到

|f(αn+1)|p < |f(αn)|p < |f ′(αn)|2p = |f ′(αn+1)|2p

由数学归纳法知 {hn} 和 {f(αn)} 的幂次是严格递增的，故 {αn} 是 Zp 中的柯西列收敛

至唯一的 α ∈ Zp ，且 f(α) = 0。

注意到当 f ′(α0) 6≡ 0 (mod p) 时，|f ′(α0)|p ≥ 1 ，故 f(α0) 只需满足 |f(α0)|p < 1 ，

即 f(α0) ≡ 0 (mod p) ，这便退化成 Hensel 引理经典版本。然而推广之后的版本也不能
成为判断根是否存在的充要条件，事实上情况比这复杂得多。

尽管如此，Hensel 引理涵盖了大部分的情形，且其更深远的意义在于为局部——整
体原则提供了强有力的判断工具。这里局部——整体原则在 Q 上的体现是 Q 的所有非
平凡局部域只有 Qp 和 R （由 Ostrowski 定理保证），我们把所有局部域上的信息整合
起来可以反应整体域 Q 上的信息。这一点在有理二次型上是完美的，即对于一个有理
系数的齐次二次方程，该方程有解当且仅当其在 R 和每个 Qp 上都有解，此时 Qp 上解

的存在性就可以由 Hensel 引理判断。关于有理二次型的研究和局部——整体原则的运
用这也是我们之后文章的核心之一。

1.4 Qp 上的初等分析

1.4.1 Qp 上的幂级数

本篇文章我们考虑在 Qp 上做一些最基本的分析，探究其上的幂级数和函数的性质。

引理 1.1. Qp 上的级数
∑∞

n=1 an 收敛当且仅当 limn→∞ |an|p = 0。

证明. 记级数的部分和为 SN =
∑N

n=1 an，由超度量不等式的性质，我们有

|SM − SN |p =

∣∣∣∣∣
M∑

n=N+1

an

∣∣∣∣∣
p

≤ max
N+1≤n≤M

{|an|p}

所以 {SN} 是柯西列当且仅当 limn→∞ |an|p = 0，从而级数
∑∞

n=1 an 收敛当且仅当

limn→∞ |an|p = 0。

这个充要条件在 R 上是不成立的（调和级数发散）。该引理说明 Qp 上的无穷级数∑∞
n=1 an 收敛性的判断要比 R 上简单的多，从而我们在 Qp 上研究幂级数会更为方便。

一个重要的性质是 Qp 上的幂级数没有“绝对收敛”和“条件收敛”之分，这由收敛的

充要条件可立刻得出。于是 R 上一些需要绝对收敛才能成立的结论在 Qp 上自动成立，

例如：
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1. 若级数
∑∞

n=1 an 在 Qp 中收敛，那么我们可以任意改变求和的顺序，得到的级数

和收敛至 Qp 中的同一值。

2. 若级数
∑∞

n=1 an,
∑∞

n=1 bn 分别在 Qp 收敛至 a 和 b，记 cn =
∑n

k=1 akbn−k，则

limn→∞ cn = ab。

1.4.2 Qp 上的函数和导数

接下来我们定义 Qp 上的连续函数和导数，这和 R 上的定义是类似的。

定义 1.6. 设 f(x)是 Qp到 Qp的函数。若对任意的 ε > 0，存在 δ > 0使得当 |x−x0|p < δ

时，有 |f(x)− f(x0)|p < ε，则称 f(x) 在 x0 处连续。若极限 limh→0
f(x0+h)−f(x0)

h
存在，

则称 f(x) 在 x0 处可导。

然而我们在此不展开 Qp 上的微分学研究，因为很多 R 上的微分学定理在 Qp 上失

效，例如微分中值定理。我们考虑映射

f : Zp → Zp,
∞∑
k=0

akp
k 7→

∞∑
k=0

akp
2k

容易验证 f 是单射且 f ′(x) ≡ 0，但是 f(x) 不会在任何一个点的邻域内为常值函数。

事实上 Qp 上的微分学研究比较复杂，故我们先研究形式较为简洁的幂级数，并考

虑用幂级数定义函数。

Qp 上的幂级数 f(x) =
∑∞

n=1 anx
n 的收敛半径 r 由 Hadamard 公式给出：

1

r
= lim sup

n→∞

n

√
|an|p

此时在开球 B(0, r) 内收敛。同时在闭球 B(0, r) 上收敛当且仅当 |an|prn → 0。回顾 C
上的幂级数，其在收敛区域边界上的收敛性的情形可能非常复杂，而我们在此看到 Qp

上的情形是非常简洁的，即收敛区域是一个半径为 r 的开球或者闭球。（不要忘了在 Qp

上一个开球也是闭的，所以半径为 r 的开球的闭包就是它自己，和半径为 r 的闭球是两

个东西！！）

同时注意到 p-adic赋值是一个离散赋值，即如果收敛半径 r 满足 pk < r ≤ pk+1，其

中 k ∈ Z，那么 |x|p < r ⇐⇒ |x|p ≤ pk，也就是说一个半径为 r 的开球就是一个半径

小一些的闭球。

引理 1.2. 设 f(x) =
∑∞

n=1 anx
n 是 Qp 中的幂级数。若 f(x) 在 B(0, r) 中收敛，则 f(x)

在 B(0, r) 中是有界且一致连续的。

证明. 首先 |x|p ≤ r 时，我们有

|f(x)|p =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

anx
n

∣∣∣∣∣
p

≤ max
n≥1

{|anxn|p} ≤ max
n≥1

{|an|prn}
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又因为级数
∑∞

n=1 anr
n 收敛，所以存在 M 使得 |f(x)|p ≤ M 对任意的 x ∈ B(0, r) 成

立。

进一步地，

|f(x)− f(y)|p =

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an(x
n − yn)

∣∣∣∣∣
p

=

∣∣∣∣∣
∞∑
n=1

an(x− y)(xn−1 + xn−2y + · · ·+ yn−1)

∣∣∣∣∣
p

≤ |x− y|p max
n≥1

{|an|prn−1}

≤ |x− y|p
M

r

这就证明了 f(x) 在 B(0, r) 上是一致连续的。

引理表明只要 f(x)的收敛区域不是整个 Qp 那么在其收敛区域上是一致连续的。而

对于在整个 Qp 上收敛的幂级数，其在 Qp 上不一定是一致连续的（这是一个很自然的

观察，因为引理的证明依赖于 f(x) 的有界性），例如考虑 f(x) = x2，这是一个有限项

的幂级数，故在整个 Qp 上收敛。再考虑

xn = p−n, yn = pn + p−n

我们有 xn − yn → 0 但 |f(xn)− f(yn)|p = |2 + p2n|p = 1 (p 6= 2)。这就说明了 f(x) 在

Qp 上不是一致连续的。

1.4.3 Strassman 定理

现在我们介绍 p-adic 幂级数中非常强力的结论 Strassman 定理。

定理 1.5 (Strassman). 设非零幂级数 f(x) =
∑∞

n=0 anx
n 在 Zp 上收敛，记

N = max
{
n ∈ N

∣∣∣ |an|p = max
k≥0

|ak|p
}

即 N 为最后一个使得系数绝对值达到最大的下标，则 f(x) 在 Zp 上的零点个数不超过

N。

该定理有一个较为初等且自然的证明思路。首先由于 f(x) 在 Zp 上收敛当且仅当

|an|p → 0，故我们可以确保 N 的存在性。接下来对 N 进行归纳，若 a 是 f(x) 的一个

零点，则可以利用因式定理将 f(x) 写成 (x− a)g(x)，对 g(x) 应用归纳假设即可。这里

对 g(x) 的幂级数展开系数的估计较为复杂，这里便略过了。

注. Strassman 定理限制了解析幂级数零点的有限性，从而为幂级数的唯一性提供了简
单的判别方式。
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推论 1.2. 设 f(x) 和 g(x) 是在 Zp 上收敛的两个幂级数。若 f(x) = g(x) 在 Zp 上有无

穷多个互异的解，则在整个 Zp 上有 f(x) = g(x)，即 f(x) 和 g(x) 的幂级数系数完全相

同。

证明. 考虑 f(x)− g(x) 运用 Strassman 定理即可。

该推论表示 p-adic 幂级数的判别比 C 上幂级数更为简单。回顾 C 上的幂级数，如
果其零点集有聚点，我们可以判定该幂级数恒等于 0，而 Qp 上的幂级数只要求零点集

是无穷集即可。

推论 1.3. 若在整个 Zp 上收敛的幂级数 f(x) 是周期函数，则 f(x) 是常函数。

该推论就体现出了 Qp 和 C 上幂级数的区别，C 上是允许非常数幂级数的存在的
（例如 sinx）。

现在我们考虑用幂级数定义 Qp 上最基本的两个函数——p-adic 对数 log 和指数函
数 exp。

1.4.4 log、exp 以及 LTE 引理

现在我们考虑用幂级数定义 Qp 上最基本的两个函数——对数函数 log 和指数函数
exp。

定义 1.7. 在 Qp 上，我们定义对数函数 log(1 + x) 的形式幂级数形式为：

log(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n

当 x ∈ 1 + pZp 时，可以通过平移定义 p 进对数函数 logp(x) 为：

logp(x) = log(1 + (x− 1)) =
∞∑
n=1

(−1)n+1 (x− 1)n

n

命题 1.4. 上述对数函数 log(1 + x) 的形式幂级数收敛半径 ρ = 1。该级数在 Qp 中收敛

当且仅当 |x|p < 1。

证明. 根据 Hadamard 公式，级数的收敛半径满足 1/ρ = lim supn→∞
n
√
|an|p。由于

|an|p =
∣∣ 1
n

∣∣ = pvp(n)，且根据极限性质有 limn→∞
vp(n)

n
= 0，可得：

ρ =
1

lim supn→∞
n
√

|an|p
= p0 = 1

对于边界情形 |x|p = 1，由于通项的赋值 |anxn|p =
∣∣ 1
n

∣∣
p
= pvp(n) 在 n → ∞ 时不收敛于

0，此时幂级数发散。综上所述，log(1 + x) 函数收敛当且仅当 |x|p < 1。因此，logp(x)

级数收敛当且仅当 |x− 1|p < 1，即 x ∈ 1 + pZp。
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定义 1.8. 在 Qp 上，我们定义指数函数 exp(x) 的形式幂级数形式为：

exp(x) =
∞∑
n=0

xn

n!

命题 1.5. 指数函数 exp(x) 幂级数的收敛半径为 p−1/(p−1)。分析边界情形可知，exp(x)
在 Qp 中收敛当且仅当 |x|p < p−1/(p−1)。

命题 1.6. 若 a, b ∈ 1 + pZp，则 logp(ab) = logp(a) + logp(b)。

证明. 令 a = 1 + x, b = 1 + y，其中 x, y ∈ pZp。固定 y ∈ pZp，定义：

f(x) = logp(1 + x) =
∞∑
n=1

(−1)n+1x
n

n

逐项求导有：

f ′(x) =
∞∑
n=0

(−x)n =
1

1 + x

再定义复合函数：

g(x) = logp((1 + x)(1 + y)) = f(y + (1 + y)x)

根据复合函数求导的链式法则有：

g′(x) = (1 + y)f ′(y + (1 + y)x) =
1 + y

1 + y + (1 + y)x
=

1

1 + x

这表明 f ′(x) = g′(x)。又因为 f(x), g(x)在 |x|p < 1时一致收敛，故 g(x) = f(x)+ c。将

x = 0 代入得到 c = g(0) = f(y)，从而 g(x) = f(x) + f(y)，即：

logp(ab) = logp(a) + logp(b)

证毕。

命题 1.7. 若 |x|p < p−1/(p−1)，则 | logp(1 + x)|p = |x|p。这表明 log 函数在原点附近是一
个等距映射。

证明. 此时显然有 |x|p < 1，考虑级数每一项的 p 进赋值。第一项的赋值为 |x|p。根据
超度量不等式，我们只需证明后面每一项的 p 进幂次都严格大于 vp(x) 即可，即对任意

n ≥ 2：

vp

(
xn

n

)
> vp(x) =⇒ n · vp(x)− vp(n) > vp(x)

整理得：

(n− 1)vp(x) > vp(n)

由于已知 vp(x) >
1

p−1，故只需证明：

vp(n) <
n− 1

p− 1
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而由 Legendre 公式，我们有：

vp(n) ≤ vp(n!) =
n− sp(n)

p− 1
≤ n− 1

p− 1

其中 sp(n) ≥ 1 为 n 的 p 进制各数位之和。于是引理得证。

此外，可以证明 exp在其收敛区域内也是一个等距同构，并和 logp 互为反函数。这

就阐明了为什么上式中要求 |x|p < p−1/(p−1)，以及指数函数对收敛的限制更为严苛。然

而由于 p 进赋值的离散性，这一点只会对 p = 2 带来实质影响：注意到当 p ≥ 3 时，

|x|p < 1 和 |x|p < p−1/(p−1) 二者实际上是完全等价的，只有在 p = 2 时后者要求更强。

接下来，我们将上述性质应用到数论中的一个非常强力的技巧——LTE 引理（Lift-
ing the Exponent Lemma）的证明中。

定理 1.6 (LTE 引理). 设整数 a, b 满足 p|(a− b) 且 p ∤ a, b，则对任意的正整数 n：

(1) 若 p 是奇素数，则 vp(a
n − bn) = vp(a− b) + vp(n)；

(2) 若 p = 2，则

v2(a
n − bn) =

v2(a− b), n 为奇数,

v2(a
2 − b2) + v2(n)− 1, n 为偶数.

初等数论证明. 先考虑 p 是奇素数的情形。由二项式展开，我们有：

ap − bp = (a− b+ b)p − bp =

p∑
k=1

(
p

k

)
(a− b)kbp−k

当 k < p 时，p|
(
p
k

)
。上式中 k = 1 这一项的幂次为 vp(a − b) + 1；而由于 p 为奇素数，

其余项（k ≥ 2）的幂次都严格大于 vp(a− b) + 1。故由强三角不等式得到：

vp(a
p − bp) = vp(a− b) + 1

接着对于 n = pt 的情形，通过递推可知：

vp(a
pt − bp

t

) = vp

(
(ap

t−1

)p − (bp
t−1

)p
)
= vp(a

pt−1 − bp
t−1

) + 1 = · · · = vp(a− b) + t

最后考虑一般情形 n = ptm，其中 p ∤ m。我们有：

an − bn = (ap
t

)m − (bp
t

)m = (ap
t − bp

t

)

(
m−1∑
j=0

ajp
t

b(m−1−j)p
t

)

由于 a ≡ b (mod p)，故乘积的第二项在模 p 意义下与 map
t(m−1) 同余。因为 p ∤ m 且

p ∤ a，该项不被 p 整除，于是我们有：

vp(a
n − bn) = vp(a

pt − bp
t

) = vp(a− b) + t = vp(a− b) + vp(n)

这便完成了奇素数情形的初等数论证明。
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p 进分析证明. 由于 p ∤ a, b，我们可在 Qp 中设 c = a/b，则 vp(c) = 0，vp(c − 1) =

vp(a− b) ≥ 1。当 p 为奇素数时，vp(c − 1) ≥ 1 > 1/(p − 1)。由前面关于对数函数的等

距映射性质，我们有：

vp(a
n − bn) = vp(c

n − 1) = vp(logp c
n) = vp(n logp c) = vp(n) + vp(logp c)

再利用等距性 vp(logp c) = vp(c− 1)，可得：

vp(a
n − bn) = vp(n) + vp(c− 1) = vp(n) + vp(a− b)

这就利用 p 进分析的视角极其自然地证明了奇素数情形的 LTE 引理。

注. 从 p-adic 分析的角度看，LTE 引理的成立是非常直观的，它本质上就是利用了 p 进

对数函数的等距同构性质。

至于 p = 2 的情形，上述初等证明与 p 进证明失效的本质原因在于：等距同构对自

变量的要求变成了 |x|2 < 1/2，即 v2(x) > 1。这意味着 v2(a− b) = 1 时是不够的。这刚

好对应了初等证明中：

a2 − b2 = 2b(a− b) + (a− b)2

当 v2(a− b) = 1 时，两项的 2 进幂次相同（均为 2），从而无法使用强三角不等式。
为了解决这一边界问题，我们对 p = 2 时的完整形式进行分类讨论：

1. 若 n 为奇数，我们有：

an − bn = (a− b)(an−1 + an−2b+ · · ·+ abn−2 + bn−1)

右边乘积的第二项是奇数个奇数相加，其结果为奇数，不被 2 整除。故此时：

v2(a
n − bn) = v2(a− b)

2. 若 n为偶数，由于 a, b为奇数，可得 a2 ≡ b2 ≡ 1 (mod 4)，从而 v2(a
2−b2) ≥ 2 > 1。

此时已落入等距同构的生效半径内。我们将 an − bn 改写为 (a2)n/2 − (b2)n/2，并重

复上述奇素数情形的论证（或使用对数等距性质），即可得到：

v2(a
n − bn) = v2(a

2 − b2) + v2

(n
2

)
= v2(a

2 − b2) + v2(n)− 1

这就完整阐明了 p = 2 时 LTE 引理形式会有所不同的数论与分析本质。

1.4.5 Z×
p 的结构

我们回顾 exp 和 log 函数的共同的收敛域：p 6= 2 时，它们共同在 pZp 中收敛且在

pZp 中互为反函数；p = 2 时，相应的收敛域要修改成 4Z2。我们约定

q =

p, p 6= 2

4, p = 2
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并定义

U1 = {x ∈ Z×p | |x− 1|p < 1} = 1+ pZp, Up = {x ∈ Z×p | |x− 1|p < p−1/(p−1)} = 1+ qZp

和

W = {x ∈ Zp | |x|p < p−1/(p−1)} = qZp

由 log 函数的性质知，logp 定义了从 Up 到 W 的等距同构，从而 Up
∼= W。显然 W

是无挠的，故 Up 也是无挠的，即不含单位根。

定理 1.7. 对任意的素数 p，存在同构 Z×p ∼= V ×Up，其中 Up
∼= Z+

p 是一个无挠的 pro-p
群，V 是 Z×p 的扭部分。进一步地：

1. V 为 Qp 的单位根集合，且是 Z×p 的子群。

2. V ∼= (Z/qZ)× ∼= ϕ(q) 阶循环群。

证明. 我们断言以下的序列

1 → Up → Z×p
π−→ (Z/qZ)× → 1

是正合列，其中 π 是模 q 约化的自然同态。显然有 ker π = Up，我们只需证明 π 是满射

即可。

若 p是奇素数，对任意的 a ∈ (Z/pZ)×，选取其代表元 a，则 ap−1 ≡ 1 (mod p)，故

由 Hensel 引理，存在唯一的 ω(a) ≡ a (mod p) 使得 ω(a) 是多项式 xp−1 − 1 在 Zp 中的

根（称为 Teichmüller 提升）。又因为 |ω(a)|p = 1，故 ω(a) ∈ Z×p，进而表明 π 是满射。

若 p = 2，显然 1, 3 在 Z×2 中有原像，故此时 π 也是满射。

综上所述上述序列在 Z×p 处正合，且注意到该短正合列是分裂的且每一部分都是交
换群，故我们有分解

Z×p ∼= (Z/qZ)× × Up

这就完成了证明。

同时注意到 Z×p 的扭部分是通过 Teichmüller 提升显式构造的，于是对任意的 x ∈
Z×p，我们有

x = ω(x) · 〈x〉

这里 ω(x) ∈ V 是 Zp 中某个 p− 1 次单位根（扭部分），〈x〉 ∈ 1 + qZp 是解析部分。

这就是 Z×p 的结构，之后我们会进一步研究 Z×p /(Z×p )2 以及 Q×p /(Q×p )2 的结构来解
决 Qp 上二次型的问题。
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第二章 有理二次型的局部–整体原则

2.1 准备工具

2.1.1 从 p 进数到局部–整体问题

在上一章中，我们从绝对赋值出发构造了 p 进数域 Qp，并由 Ostrowski 定理知道：
Q 的非平凡完备化只有通常绝对值给出的 R 以及各个 p 进赋值给出的 Qp。因此，当我

们研究一个有理系数方程是否有有理解时，一个自然的想法是：先把它放到所有局部域

R, Q2, Q3, Q5, · · ·

中考察。如果方程在某个局部域中已经无解，那么它当然不可能在 Q 上有解。
例如，方程

x2 + y2 + z2 = 0

在 R 上只有平凡解，因此在 Q 上也不可能有非平凡解。再如，二元二次方程

x2 − 2y2 = 0

有非平凡有理解当且仅当 2 是 Q 中的平方。另一方面，在 Q3 中，由于 2 不是模 3 的

平方，故 2 也不是 Q3 中的平方，于是该方程在 Q3 中已经没有非平凡解。这类现象说

明：局部域能够检测出某些整体无解的原因。

但是，局部处处有解并不总能推出整体有解。一个经典反例是 Selmer 曲线

3X3 + 4Y 3 + 5Z3 = 0.

它在 R 和所有 Qp 上都有非平凡解，但在 Q 上没有非平凡解。这说明一般的有理方程
并不满足局部–整体原则。

令人惊讶的是，对于有理二次型，局部–整体原则却是完全成立的。这就是我们接
下来要证明的核心定理。

定理 2.1 (Hasse–Minkowski定理，预告). 设 q(x1, . . . , xn)是 Q上的非退化齐次二次型。
则 q 在 Q 上表示零，即存在非零向量 x ∈ Qn 使得

q(x) = 0,

当且仅当 q 在 R 和每个 Qp 上都表示零。
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换言之，对于有理二次型，判断整体解的问题可以完全分解为所有局部域上的解的

问题。接下来我们先准备两个工具：有限域上的二次型结论，以及 Q∗p/(Q∗p)2 的平方类
结构。

2.1.2 有限域的基本性质

我们先回顾有限域的一些基本性质。设 Fq 是含有 q = pr 个元素的有限域，其中 p

是素数。其乘法群

F∗q = Fq \ {0}

是一个阶为 q − 1 的有限群。

命题 2.1. F∗q 是一个 q − 1 阶循环群。

证明. 因为 F∗q 是域的乘法群，所以它是有限交换群。设 e 是 F∗q 中所有元素阶数的最
小公倍数，即该群的指数。由有限交换群结构定理，存在元素的阶正好为 e。另一方面，

任意 a ∈ F∗q 都满足
ae = 1,

所以 F∗q 中的全部 q− 1 个元素都是多项式 Xe − 1 的根。由于域上次数为 e 的多项式最

多有 e 个根，故

q − 1 ≤ e.

但显然 e ≤ q − 1，于是 e = q − 1。因此存在一个元素的阶为 q − 1，从而 F∗q 是循环
群。

由此立刻得到：若 q 为奇数，则 F∗q/(F∗q)2 只有两个元素，即平方类和非平方类。换
言之，F∗q 中恰有一半元素是平方。

下面证明一个非常重要的有限域定理，它将给出有限域上二次型的非平凡零点。

引理 2.1. 设 m ≥ 0。在有限域 Fq 中有

∑
x∈Fq

xm =

0, 0 ≤ m < q − 1,

−1, m > 0 且q − 1 | m.

这里的等式是在 Fq 中成立的。

证明. 当 m = 0 时， ∑
x∈Fq

x0 = q = 0

在 Fq 中成立。当 m > 0 时，0m = 0，所以只需求
∑

x∈F∗
q
xm。取 F∗q 的生成元 g，则

∑
x∈F∗

q

xm =

q−2∑
i=0

gim.
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若 q− 1 ∤ m，则 gm 6= 1，这是一个有限几何级数，故和为 0。若 q− 1 | m，则每一项都
等于 1，故和为

q − 1 = −1

在 Fq 中成立。

定理 2.2 (Chevalley–Warning 定理). 设 f1, . . . , fr ∈ Fq[X1, . . . , Xn]。若

deg f1 + · · ·+ deg fr < n,

则方程组

f1 = · · · = fr = 0

在 Fn
q 中的公共零点个数被 p 整除，其中 q = pr。

证明. 记公共零点个数为 N。对任意 a ∈ Fq，有

1− aq−1 =

1, a = 0,

0, a 6= 0.

因此

N =
∑
x∈Fn

q

r∏
j=1

(
1− fj(x)

q−1).
我们在 Fq 中计算这个和。展开乘积后，每一项都是形如∑

x∈Fn
q

F (x)

的表达式，其中 F 是某个多项式。常数项对应的和为∑
x∈Fn

q

1 = qn = 0

在 Fq 中成立。

现在考虑非平凡项。每个非平凡项的多项式次数至多为

(q − 1)(deg f1 + · · ·+ deg fr) < n(q − 1).

将其展开成单项式，只需证明每个单项式在 Fn
q 上求和为 0。设其中一个单项式为

Xm1
1 · · ·Xmn

n .

由于

m1 + · · ·+mn < n(q − 1),

所以至少存在某个 i 使得 mi < q − 1。于是

∑
x∈Fn

q

xm1
1 · · · xmn

n =
n∏

i=1

∑
xi∈Fq

xmi
i

 = 0.

因此 N = 0 在 Fq 中成立，也就是说整数 N 被 p 整除。

23



推论 2.1. 设 q(X1, . . . , Xn) 是 Fq 上的齐次二次型。若 n ≥ 3，则 q 在 Fn
q 中存在非平凡

零点。

证明. 由于 q 是齐次二次型，原点一定是它的零点。又因为

deg q = 2 < n

当 n ≥ 3 时成立，所以由 Chevalley–Warning 定理可知，零点个数 N 被 p 整除。既然

N ≥ 1 且 p | N，便有 N ≥ p ≥ 2。因此除了原点外，至少还有一个非平凡零点。

这个推论是之后研究 Qp 上二次型的关键工具。粗略地说，若一个 Zp 系数二次型

在模 p 意义下有一个非奇异零点，那么 Hensel 引理可以将其提升为 Qp 上的零点。因

此，有限域上的零点结论会成为 p 进域上二次型理论的第一步。

2.1.3 Qp 的平方类

接下来回顾并补充 Q∗p/(Q∗p)2 的结构。由于

Qp = Zp[1/p],

任意 x ∈ Q∗p 都可以唯一写成

x = pmu, m ∈ Z, u ∈ Z∗p.

因此研究 Q∗p/(Q∗p)2 可以分成两部分：一部分来自 p 的幂次奇偶，另一部分来自单位群

Z∗p 的平方类。
先考虑 p 为奇素数的情形。

命题 2.2. 若 p 6= 2，则

Q∗p/(Q∗p)2 ∼= (Z/2Z)2.

更具体地，若 u ∈ Z∗p 且其模 p 剩余类 u ∈ F∗p 是非平方，则

Q∗p/(Q∗p)2 = {1, u, p, up}.

证明. 任意 x ∈ Q∗p 都可以写成 x = pma，其中 a ∈ Z∗p。模掉平方后，m 只需要考虑奇

偶性，因此 p 的幂次部分只贡献两个平方类。

下面考虑单位部分。我们证明：对 a ∈ Z∗p，

a ∈ (Z∗p)2 ⇐⇒ a ∈ (F∗p)2.

若 a = b2，则显然 a = b
2
。反过来，若 a = b

2
，取 b ∈ Z∗p，考虑

f(X) = X2 − a.
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则

f(b) ≡ 0 (mod p), f ′(b) = 2b 6≡ 0 (mod p).

由 Hensel 引理，存在 α ∈ Z∗p 使得 α2 = a。因此单位平方类与 F∗p/(F∗p)2 一一对应。由
于 F∗p 是循环群，F∗p/(F∗p)2 有两个元素。综合 p 的幂次奇偶，得到 Q∗p/(Q∗p)2 有四个元
素。

p = 2 的情形略有不同，这是因为 Hensel 引理中导数 2X 总是被 2 整除，不能直接

用模 2 的平方类判断。

引理 2.2. 设 u ∈ Z∗2。则 u 是 Z∗2 中的平方，当且仅当

u ≡ 1 (mod 8).

证明. 若 u = a2，其中 a ∈ Z∗2，则 a 是奇数，所以

a2 ≡ 1 (mod 8).

反过来，若 u ≡ 1 (mod 8)，考虑

f(X) = X2 − u.

取初值 X0 = 1，则

v2(f(1)) = v2(1− u) ≥ 3, v2(f
′(1)) = v2(2) = 1.

于是

|f(1)|2 < |f ′(1)|22.

由 Hensel引理的推广形式，存在 α ∈ Z2使得 α2 = u。又因为 u是单位，所以 α ∈ Z∗2。

命题 2.3. 有同构
Q∗2/(Q∗2)2 ∼= (Z/2Z)3.

一组代表元可以取为

1, −1, 5, −5, 2, −2, 10, −10.

证明. 任意 x ∈ Q∗2 都可以写成 x = 2mu，其中 u ∈ Z∗2。模掉平方后，2m 只保留 m 的

奇偶性。由上一个引理，单位 u 的平方类只由其模 8 的剩余类决定，而

Z∗2/(Z∗2)2

有四个元素，可取代表元

1, −1, 5, −5.

再乘上 2 的幂次部分，得到八个平方类，代表元为

1, −1, 5, −5, 2, −2, 10, −10.
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综上，我们得到了 Qp 上平方类的完整结构：

#
(
Q∗p/(Q∗p)2

)
=

4, p 6= 2,

8, p = 2.

这些平方类将直接进入后文的 Hilbert 符号计算，并最终用于刻画 Qp 上二次型的分类

与表示零问题。

2.2 Hilbert 符号

2.2.1 Hilbert 符号介绍

前面我们已经看到，研究 Qp 上二次型时，平方类

Q×p /(Q×p )2

会自然出现。Hilbert 符号正是用来刻画两个平方类之间相互关系的基本工具。

定义 2.1 (Hilbert 符号). 设 k = R 或 k = Qp，对 a, b ∈ k×，定义

(a, b)k =

1, z2 = ax2 + by2 在k 上有非平凡解,

−1, 否则.

这里“非平凡解”指 (x, y, z) 6= (0, 0, 0)。

换言之，(a, b)k = 1 当且仅当三元二次型

ax2 + by2 − z2

在 k 上表示零。这个定义看起来只是关于一个特殊三元二次型的可解性判断，但它实际

上包含了局部二次型理论中最核心的信息。

首先，Hilbert 符号只依赖于 a, b 的平方类。若 a′ = aα2, b′ = bβ2，其中 α, β ∈ k×，

则方程

z2 = ax2 + by2

和

z2 = a′X2 + b′Y 2

通过变量替换 x = αX, y = βY 等价。因此 Hilbert 符号可以看作定义在

k×/(k×)2 × k×/(k×)2

上的函数。
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其次，Hilbert 符号还有一个范数解释：

(a, b)k = 1 ⇐⇒ a ∈ Nk(
√
b)/k

(
k(
√
b)×
)
.

事实上，若 b 不是平方，则

Nk(
√
b)/k(u+ v

√
b) = u2 − bv2.

经过简单变形，范数条件和方程 z2 = ax2 + by2 的非平凡可解性是等价的。这个解释说

明 Hilbert 符号不仅是二次型的语言，也和二次扩张的范数群密切相关。

2.2.2 局部计算公式

Hilbert 符号满足下面这些基本性质。它们可以由定义和范数刻画推出，也可以通
过后面的局部计算公式逐一验证。

命题 2.4 (Hilbert 符号的基本性质). 设 k = R 或 k = Qp，a, b, c ∈ k×。则：

(a, b)k = (b, a)k,

(a, b)k = 1 若a ∈ (k×)2 或b ∈ (k×)2,

(a, bc)k = (a, b)k(a, c)k,

(a,−a)k = 1,

(a, 1− a)k = 1 (a 6= 1).

这些性质说明 Hilbert 符号在平方类群上是一个对称双线性函数：

k×/(k×)2 × k×/(k×)2 −→ {±1}.

因此只要知道平方类代表元之间的取值，就可以完全计算 Hilbert 符号。
先看实数情形。由实数平方非负可知：

(a, b)∞ =

−1, a < 0, b < 0,

1, 否则.

事实上，当 a, b < 0 时，方程 z2 = ax2 + by2 右边非正，只有平凡解；其余情形可以直

接取某个变量为 0 构造非平凡解。

下面考虑 p 进情形。我们先回顾 Legendre 符号和二次互反律。对奇素数 p 和整数

a，若 p ∤ a，定义 (
a

p

)
=

1, a 是模p 的非零平方,

−1, a 不是模p 的平方.

27



二次互反律断言：若 p, q 是不同的奇素数，则(
p

q

)(
q

p

)
= (−1)

p−1
2

q−1
2 .

此外还有补充公式： (
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

(
2

p

)
= (−1)

p2−1
8 .

定理 2.3 (奇素数处的 Hilbert 符号公式). 设 p 6= 2，且

a = pαu, b = pβv,

其中 α, β ∈ Z，u, v ∈ Z×p。则

(a, b)p = (−1)αβ
p−1
2

(
u

p

)β (
v

p

)α

,

其中 u, v 分别是 u, v 在 F×p 中的像。

证明. 由前面已经得到的平方类分解可知，当 p 6= 2 时，

Q×p /(Q×p )2

只有四个元素。因此利用 Hilbert 符号关于两个变量的双线性，只需计算几个基本情形。
首先，若 u, v ∈ Z×p，则

(u, v)p = 1.

这是因为模 p 后的三元二次型

Z2 − uX2 − vY 2

在有限域 Fp 上变量数为 3，由 Chevalley–Warning 推论存在非平凡零点。由于 p 6= 2，

该非平凡零点必为非奇异零点，于是可由 Hensel 引理提升到 Qp 上。

其次，

(u, p)p =

(
u

p

)
.

这是因为方程

Z2 = uX2 + pY 2

模 p 后变为

Z2 = uX2.

它有非平凡解当且仅当 u 是 F×p 中的平方。
最后，由性质 (p,−p)p = 1 和双线性可得

(p, p)p = (p,−1)p.
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再由上一种情形得到

(p,−1)p =

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 .

综合这些基本取值，再将

a = pαu, b = pβv

代入双线性公式，就得到

(a, b)p = (p, p)αβp (u, p)βp (v, p)
α
p (u, v)p,

也就是

(a, b)p = (−1)αβ
p−1
2

(
u

p

)β (
v

p

)α

.

p = 2 的情形要更细致。原因在于奇素数处单位是否为平方只由模 p 的剩余类决定，

而在 Q2 中，单位是否为平方要看模 8 的信息：

u ∈ (Z×2 )2 ⇐⇒ u ≡ 1 (mod 8).

定理 2.4 (2 进 Hilbert 符号公式). 设

a = 2αu, b = 2βv,

其中 α, β ∈ Z，u, v ∈ Z×2。定义

ε(u) =
u− 1

2
(mod 2), ω(u) =

u2 − 1

8
(mod 2).

则

(a, b)2 = (−1)ϵ(u)ϵ(v)+αω(v)+βω(u).

这里的公式和奇素数情形的差别在于：奇素数处只需要知道单位的模 p 平方类，而

2 进情形中必须同时记录模 4 和模 8 的信息。换句话说，Q×2 /(Q×2 )2 有八个平方类，这
比奇素数处的四个平方类更加复杂。

计算 (−1,−1)2。此时

α = β = 0, u = v = −1.

于是

ε(−1) =
−2

2
≡ 1 (mod 2), ω(−1) =

(−1)2 − 1

8
= 0.

所以

(−1,−1)2 = (−1)ϵ(−1)ϵ(−1) = −1.

这也说明四元数代数在 2 进处会出现特殊现象。
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2.2.3 Hilbert 乘积公式

现在我们从局部计算转向全局性质。Hilbert 符号最重要的全局性质是乘积公式。

定理 2.5 (Hilbert 符号的乘积公式). 设 a, b ∈ Q×，则∏
v

(a, b)v = 1,

其中 v 遍历 Q 的所有位置，即

v = ∞, 2, 3, 5, . . . .

证明. 首先注意到，除了有限多个位置外都有

(a, b)v = 1.

事实上，若奇素数 p 不整除 2ab，则 a, b 在 Qp 中都是单位。由奇素数处的局部公式可

知 (a, b)p = 1。因此上面的无穷乘积实际上只有有限多个因子不等于 1。

由 Hilbert 符号的双线性，且
Q×/(Q×)2

由 −1 和所有素数的平方类生成，所以只需要验证下面三类基本情形：

(−1,−1), (−1, p), (p, q),

其中 p, q 为素数。

首先考虑 (−1,−1)。在实数处，

(−1,−1)∞ = −1.

在奇素数 p 处，−1 和 −1 都是单位，所以

(−1,−1)p = 1.

在 2 进处，由前面的例子，

(−1,−1)2 = −1.

因此 ∏
v

(−1,−1)v = (−1) · (−1) = 1.

再考虑 (−1, p)。若 p 是奇素数，则非平凡贡献只可能来自 v = p 与 v = 2。由奇素

数处公式，

(−1, p)p =

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 .
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另一方面，由 2 进公式，

(−1, p)2 = (−1)
p−1
2 .

所以二者乘积为 1。若 p = 2，直接由 2 进公式可得

(−1, 2)2 = 1,

其余位置也都没有贡献，因此乘积仍为 1。

最后考虑 (p, q)。若 p, q 是不同的奇素数，则非平凡贡献可能来自 v = p, q, 2。由奇

素数处公式，

(p, q)p =

(
q

p

)
, (p, q)q =

(
p

q

)
.

由 2 进公式，

(p, q)2 = (−1)
p−1
2

q−1
2 .

因此 ∏
v

(p, q)v =

(
q

p

)(
p

q

)
(−1)

p−1
2

q−1
2 = 1,

其中最后一步正是二次互反律。

若 p = q 为奇素数，则

(p, p)p =

(
−1

p

)
= (−1)

p−1
2 ,

而

(p, p)2 = (−1)
p−1
2 ,

故乘积为 1。若其中一个素数为 2，例如考虑 (2, p)，其中 p 为奇素数，则

(2, p)p =

(
2

p

)
, (2, p)2 = (−1)

p2−1
8 =

(
2

p

)
,

故乘积仍为 1。(2, 2) 的情形由 2 进公式直接得到。

综上，所有生成元情形都满足乘积公式，由双线性可得任意 a, b ∈ Q× 的情形。

乘积公式说明：各个局部域上的 Hilbert 符号并不是相互独立的。虽然 (a, b)v 是在

单个局部域 Qv 上定义的，但所有位置上的符号相乘必须等于 1。这为之后从局部信息

拼接回全局信息提供了必要的约束。

2.2.4 Hilbert 符号的全局存在性

乘积公式给出了局部 Hilbert 符号之间必须满足的全局约束。反过来，只要这些局
部符号满足乘积条件，就可以在全局上构造出有理数实现它们。为了证明这个结论，我

们先列出三个会用到的工具。
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中国剩余定理. 设 m1, . . . ,mr 两两互素，则对任意整数 a1, . . . , ar，同余方程组

x ≡ ai (mod mi) (1 ≤ i ≤ r)

存在模 m1 · · ·mr 意义下唯一的解。

Dirichlet 算术级数素数定理. 若 (A,M) = 1，则存在无穷多个素数 ` 满足

` ≡ A (mod M).

Hilbert 符号乘积公式. 对任意 a, b ∈ Q×，有∏
v

(a, b)v = 1.

定理 2.6 (给定 Hilbert 符号的存在性). 固定 a ∈ Q×。设对每个位置 v 给定

εv ∈ {±1},

并满足：

1. 除有限多个 v 外，εv = 1；

2. ∏
v

εv = 1;

3. 对每个 v，局部条件可实现，即存在 xv ∈ Q×v 使得

(a, xv)v = εv.

则存在 x ∈ Q×，使得对所有位置 v 都有

(a, x)v = εv.

证明. 取有限集合 S，使其包含 ∞, 2、所有整除 a 的素数，以及所有满足 εv = −1 的位

置。这样当 v /∈ S 时，预期符号都是

εv = 1.

我们先只考虑 S 中的有限素数。对每个有限素数 p ∈ S，由局部可实现性，存在某

个局部数 xp ∈ Q×p 使得
(a, xp)p = εp.

因为 Hilbert 符号只依赖于第二个变量的平方类，所以我们只需要让最后构造出来的全
局数 x ∈ Q× 在 Qp 中和 xp 属于同一个平方类即可。
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我们把 xp 的平方类写成标准形式。任意 xp ∈ Q×p 都可以写成

xp = pmpup, up ∈ Z×p .

模掉平方以后，mp 只需要保留奇偶性。因此可令

ep ≡ mp (mod 2), ep ∈ {0, 1},

并把 xp 的平方类写成

pepup.

下面解释如何把“x 在 Qp 中属于 pepup 这个平方类”翻译成一个普通的同余条件。

若 p 6= 2，则前面已经证明过：

w ∈ (Z×p )2 ⇐⇒ w ∈ (F×p )2.

因此，为了保证两个单位在 Z×p 中属于同一个平方类，只需保证它们模 p的剩余类相同，

或者至少相差一个模 p 的平方。为了简化构造，我们直接要求它们模 p 相等。

若 p = 2，则单位平方的判别条件是

w ∈ (Z×2 )2 ⇐⇒ w ≡ 1 (mod 8).

所以为了保证两个 2 进单位属于同一个平方类，我们只需让它们模 8 相等。

现在令

D =
∏
p∈S
p<∞

pep .

我们准备构造

x = δD`,

其中 δ ∈ {±1} 用来控制实数处的符号，` 是一个稍后选取的辅助素数，并要求 ` /∈ S。

先确定 δ。若实数处需要 x > 0，取 δ = 1；若实数处需要 x < 0，取 δ = −1。如果

实数处对符号没有限制，则任取 δ = 1。这一步利用的是

(a, x)∞ = −1 ⇐⇒ a < 0, x < 0.

接下来对每个有限素数 p ∈ S 写

D = pepDp, p ∤ Dp.

于是

x = δD` = pep(δDp`).

这里 δDp` 是 p 进单位。因此 x 在 Qp 中的赋值奇偶已经和 xp 一样，剩下只需要让单

位部分 δDp` 和 up 属于同一个单位平方类。
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于是我们施加如下同余条件：

当 p 6= 2 时，要求

δDp` ≡ up (mod p).

当 p = 2 时，要求

δD2` ≡ u2 (mod 8).

这些都是关于 ` 的有限个同余条件。由于 Dp 在模 p 意义下可逆，D2 在模 8 意义

下也可逆，所以它们都可以改写成

` ≡ Ap (mod p) (p 6= 2),

以及

` ≡ A2 (mod 8) (p = 2).

由中国剩余定理，这些同余条件可以合并成一个同余条件

` ≡ A (mod M),

其中

M = 8η
∏
p∈S

p ̸=2, p<∞

p,

这里 η = 1 表示 2 ∈ S，否则 η = 0。而且由于每个局部目标都是单位类，所以可以保证

(A,M) = 1.

由 Dirichlet 算术级数素数定理，存在无穷多个素数 ` 满足

` ≡ A (mod M).

我们取其中一个不属于 S 的素数 `，并定义

x = δD`.

根据构造，对每个有限素数 p ∈ S，数 x 和 xp 在 Q×p 中属于同一个平方类，因此

(a, x)p = (a, xp)p = εp.

同时 δ 的选取保证了实数处也有

(a, x)∞ = ε∞.

现在考虑 v /∈ S。若 v 不是辅助素数 `，则 v 不整除 2ax。于是 a 和 x 在 Qv 中都

是单位，且 v 6= 2，由奇素数处的 Hilbert 符号公式可知

(a, x)v = 1.
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这正好等于 εv。

所以唯一还没有直接控制的位置是 v = `。但是由 Hilbert 符号乘积公式，∏
v

(a, x)v = 1.

另一方面，假设中已经给出 ∏
v

εv = 1.

除 v = ` 以外，我们已经证明

(a, x)v = εv.

因此最后一个位置也只能满足

(a, x)ℓ = εℓ.

又因为 ` /∈ S，所以 εℓ = 1。于是对所有位置 v 都有

(a, x)v = εv.

注. 上面的定理是固定一个 a ∈ Q×，构造 x ∈ Q× 使得 (a, x)v 实现预定符号。Serre中
还会用到更一般的版本：允许每个位置给定不同的局部元素 av ∈ Q×v，然后构造全局的
x 去同时满足

(av, x)v = εv.

这种形式需要额外使用弱逼近定理：若 S 是有限个位置构成的集合，则 Q 在∏
v∈S

Qv

中稠密。由于每个局部平方类都是 Q×v 中的开集，我们可以选取 a ∈ Q×，使得

a/av ∈ (Q×v )2, v ∈ S.

于是对所有 v ∈ S，有

(a, x)v = (av, x)v.

这样便可以把更一般的版本约化为固定全局 a 的版本。这里需要注意：这是有限位置集

上的弱逼近；虽然在全体
∏

v Qv 的乘积拓扑中也可作类似表述，但不要与 Adele 环中
的拓扑混淆，在 Adele 环中 Q 是离散嵌入而非稠密子集。
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